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Departamento de Matemática e Computação, UNESP, Presidente Prudente, SP

1 Introdução

Os polinômios ortogonais possuem diversas aplicações em inúmeros campos da matemática apli-
cada e são dotados de várias propriedades como, por exemplo, zeros reais, distintos e entrelaçados.
E, como consequência dos polinômios ortogonais, surgem os polinômios quase-ortogonais, que apre-
sentam propriedades similares e caracteŕısticas próprias.

Mostraremos a seguir definições de suma importância para o desenvolvimento desse estudo.

Definição 1.1. Seja Rn um polinômio de grau exatamente n. Se Rn satisfaz as condições∫ b

a

tkRn(t)ω(t)dt = 0 para k = 0, 1, . . . , n− 1− r,

onde ω é uma função peso positiva em [a, b], então Rn é dito quase-ortogonal de ordem r em [a, b]
com respeito a ω.

Uma outra forma de se representar tais polinômios é apresentada no seguinte teorema.

Teorema 1.1. Seja {Pn} uma famı́lia de polinômios ortogonais em [a, b] com respeito a uma
função peso positiva ω. O polinômio obtido pela seguinte combinação linear

Rn = Pn(t) + c1Pn−1(t) + · · ·+ crPn−r(t),

onde ci, com i = 1, . . . , r, são números que podem depender de n e cr 6= 0, é quase-ortogonal de
ordem r em [a, b] com respeito a ω.

Este trabalho consiste em apresentar condições necessárias e suficientes para a localização dos
zeros de polinômios quase-ortogonais de ordem 1.

2 Resultados Principais

Enunciaremos a seguir propriedades dos zeros de polinômios quase-ortogonais que, em conjunto
com as definições apresentadas anteriormente, torna posśıvel sua localização.

O resultado a seguir pode ser visto em [2].

Teorema 2.1. Se Rn é um polinômio quase-ortogonal de ordem r em [a, b] com respeito a função
peso positiva ω, então pelo menos (n− r) zeros distintos de Rn estão no intervalo (a, b).
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Seja {Pn} a famı́lia de polinômios ortogonais em [a, b], com relação a função peso positiva ω,
onde os zeros de Pn(t) são representados por ti,n, i = 1, . . . , n, e consideremos
fn(t) = Pn(t)/Pn−1(t). Observemos que os zeros de Pn−1(t) são dados por tj,n−1, sendo
j = 1, . . . , n− 1.

Consideremos então o seguinte polinômio, Rn = Pn + anPn−1, com an 6= 0. Temos, pelo
Teorema 1.1, que Rn é um polinômio quase-ortogonal de ordem 1. Seus zeros satisfazem a seguinte
propriedade.

Teorema 2.2.

(i) Os zeros y1 < · · · < yn de Rn são reais e distintos e no máximo um deles
encontra-se no exterior de (a, b).

(ii) (a) Se −an > 0, então ti,n < yi < ti,n−1 para i = 1, . . . , n− 1 e tn,n < yn.
(b) Se −an < 0, então y1 < t1,n e ti−1,n−1 < yi < ti,n para i = 2, . . . , n.

(iii) Se −an < fn(a) < 0, então y1 < a.
(iv) Se −an > fn(b) > 0, então b < yn.
(v) Se fn(a) < −an < fn(b), Rn tem todos os zeros em (a, b).

A demonstração desse resultado pode ser encontrada em [1].
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