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1 Introducao

O problema de minimos quadrados estd relacionado com varias aplicagoes, tais como
ajuste de curvas, problemas de demarcacao de fronteiras, processamento de sinais, fotogra-
metria, entre outros. Dado um sistema linear Az = b, o problema consiste em determinar
um vetor x que minimiza a distancia euclidiana entre Az e b, isto €, tal que o valor da
expressao ||Ax — b2 seja 0 menor possivel.

2 Problema de Minimos Quadrados via Fatoracao QR

Uma matriz R € R™*™ ¢é dita triangular superior se as entradas abaixo da “diagonal
principal” sao iguais a zero (ou seja, 7;; = 0, se i > j). Dizemos que uma matriz @ € R"*"
é ortogonal se suas colunas sao ortonormais, isto é, Q*Q = I,. Uma matriz P € R™*™
é denominada uma matriz de permutacdo se ela puder ser obtida da matriz identidade
I, por meio de permutacao de linhas ou colunas. O determinante de uma matriz de
permutacao é sempre igual a £1 ¢ PP! = PP = I,,,.

Para cada matriz A € R™™ (n > m) de posto r, existem uma matriz de permutagao
P € R™*™ uma matriz ortogonal Q € R™*™ e uma matriz triangular superior

_ Ry Ry nxm
o (B ) e

(m—r)

em que Ry € R™" é ndo singular e Ry € R , de modo que

AP = QR. (1)

Se A tiver posto completo (isto é, r = m), a matriz R reduz-se a R = (1(%)1) Essa

decomposicao é conhecida como fatoracao QR e sera utilizada a seguir para resolver o
problema de minimos quadrados.
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Teorema 2.1. Sejam A € R™™ e b € R (n > m). O problema de minimos qua-
drados associado ao sistema linear sobredeterminado Ax = b possui infinitas solugoes se
posto(A) = r < m, e uma unica solugdo se posto(A) =m.

Demonstragao. Suponha que posto(A) = r < m. Sejam P, Q) e R matrizes satisfazendo as
condigoes descritas em (1). Como PP! = I,,, e Q é ortogonal, segue que

| Az = b])3 = [[(Q"AP)P'z — Q'b|[; = || R(P'z) — Q"B||;.-

Renomeando e particionando as matrizes Pz e Q'b da forma

x—Pm—(g%Q)eC—Qb—(d),

com &1 € R™™1 g e Rm=)X1 ¢ c Rrx1 o ¢ € R"7)X1 temos

las ot = () (31) - ()

|Az = ]2 = | Rii1 + Ras — &% + ||d]2.
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Logo

omo R; é nao singular, segue que ||Ax — ¢ minimo se, e somente se, 1 = R, (¢ —
C R lar, que || Az — b||, , te se, R!
Rodo) (isto é, Riy + Roda — ¢ = 0) e 29 é qualquer. Como & = Plx e P'P = I,,,, segue
que o valor da expressao ||Az — b||, é minimo se, e somente se,

o — p (Bi'(E— Rain)
&9 ’

em que o € R(M=7)*L & qualquer. Isto mostra que, neste caso, o problema de minimos

quadrados possui infinitas solucées. A demonstracdo da outra parte é similar. O

Um algoritmo para resolver o problema de minimos quadrados via QR pode ser obtido
a partir da demonstracao do Teorema 2.1.
Para elaborar este resumo utilizamos as referéncias [1] e [2].
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