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Resumo. Quando se trabalha com numeros de ponto flutuante o resultado é apenas uma
aproximagao de um valor real e erros gerados por arredondamentos ou por instabilidade dos
algoritmos podem levar a resultados incorretos. Nao se pode afirmar a exatidao da resposta
estimada sem o auxilio de uma andlise de erro. Utilizando-se intervalos para representacao
dos numeros reais, é possivel controlar a propagacao desses erros, pois resultados intervalares
carregam consigo a seguranca de sua qualidade. Para obter o valor numérico das fungoes
densidade de probabilidade das varidveis aleatdrias continuas com distribui¢oes Uniforme,
Exponencial, Normal, Gama e Pareto se faz necessario o uso de integracao numérica, uma
vez que a primitiva da funcdo nem sempre é simples de se obter. Além disso, o resultado é
obtido por aproximacao e, portanto, afetado por erros de arredondamento ou truncamento.
Neste contexto, o presente trabalho possui como objetivo analisar a complexidade compu-
tacional para computar as fungoes densidade de probabilidade com distribui¢oes Uniforme,
Exponencial, Normal, Gama e Pareto nas formas real e intervalar. Assim, certifica-se que
ao utilizar aritmética intervalar para o calculo da funcao densidade de probabilidade das
varidveis aleatérias com distribuigoes, é possivel obter um controle automatico de erros com
limites confidveis, e, no minimo, manter o esforgo computacional existente nos célculos que
utilizam a aritmética real.

Palavras-chave. Aritmética Intervalar, Complexidade Computacional, Probabilidade, Es-
tatistica Intervalar.

1 Introducao

Na matematica intervalar, o valor real x é aproximado por um intervalo X, que possui
x e T como limites inferior e superior, de forma que o intervalo contenha z. O tamanho
deste intervalo pode ser usado como medida para avaliar a qualidade de aproximagao [1].
Os calculos reais sao substituidos por calculos que utilizam a aritmética intervalar [2].
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A analise intervalar surgiu com o objetivo inicial de controlar a propagacgao de erros
numéricos em procedimentos computacionais. Mas, aparentemente, a matemaéatica inter-
valar duplica o problema de representacao dos niimeros reais em processadores numéricos,
uma vez que ao invés de operar com um nimero real, operam-se com dois. Entretanto, sua
realizacao é feita por meio de niimeros de ponto flutuante, isto é, os extremos do intervalo
T sdo nimeros de maquina z,,; e T,r [3,4].

Intervalos automatizam a analise do erro computacional, ou seja, através de sua uti-
lizagdo tem-se um controle automatico de erros com limites confidveis.

No processo de resolucao de problemas podem ser constatadas fontes de erros, tais
como: propagacao dos erros nos dados iniciais, arredondamento e erros de truncamento,
causados ao se truncar sequéncias de operacoes aritméticas, apds um numero finito de
etapas. Neste contexto, percebe-se a importancia de técnicas intervalares. Ressalta-se que
uma resposta intervalar carrega com ela a garantia de sua incerteza. Um valor pontual
nao carrega medidas de sua incerteza. Mesmo quando uma anélise de sondagem do erro é
executada, o nimero resultante é somente uma estimativa do erro que pode estar presente.

No estudo das varidveis aleatorias continuas sobre o conjunto dos ntmeros reais, R,
um dos problemas é o cédlculo de probabilidades, visto que é necessario resolver uma
integral definida da funcao densidade que, na maioria das vezes, nao possui primitiva
explicita ou cuja primitiva nao é simples de se obter. Considerando que integrais de
funcgoes densidade de probabilidade sejam resolvidas analiticamente, seu valor numérico é
dado por aproximagao e, portanto, afetado por erros de arredondamento ou truncamento.

Computar probabilidades em situagoes praticas envolve niimeros e, consequentemente,
problemas numéricos. Problemas numéricos na computagao cientifica originam-se pri-
mordialmente da impossibilidade de se operar com ntimeros reais diretamente, pois tem-
se que representar uma grandeza continua (a reta real) de forma discreta (palavras de
maquina) [5]. O sistema de ponto flutuante é uma aproximagao pratica dos niimeros reais.

Considerando que o controle do erro numérico é realizado através do uso de inter-
valos ao invés de numeros reais, Kulisch [6] e Kulisch e Miranker [7] propuseram que a
implementacao da aritmética intervalar seja realizada através da chamada aritmética de
exatiddo méaxima, o que significa a busca para que resultados numéricos ou sejam nimeros
de pontos flutuantes ou estejam entre dois niimeros de pontos flutuantes consecutivos.

Dentre a diversas solugoes ou implementagoes para determinado problema, muitas ve-
zes é preciso escolher a mais eficiente. Para isso, existe a andlise de algoritmos, a qual
tem como objetivo melhorar, se possivel, seu desempenho e escolher entre os algoritmos
disponiveis o melhor. Existem varios critérios de avaliagao de um algoritmo como: quan-
tidade de trabalho requerido, quantidade de espaco requerido, simplicidade, exatidao de
resposta e otimalidade [8].

Preocupados se a quantidade de trabalho dispendido pelo algoritmo aumenta ao utilizar
intervalos para controlar a propagacao de erros, o presente trabalho realiza a analise da
complexidade para computar as fungoes densidade de probabilidade das varidveis aleatérias
com distribui¢oes Uniforme, Exponencial, Normal, Pareto e Gama, nas formas real e
intervalar. Através desta andlise, justifica-se que ao utilizar intervalos para calcular tais
funcoes é possivel ter um controle automaético de erros com limites confidveis e manter
o esfor¢o computacional (ou quantidade de trabalho requerido) quando calculado com as
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fungoes na sua forma real.

2 Distribuicoes e Métodos de Resolucao

Como no célculo de probabilidade das variaveis aleatérias continuas é preciso resolver
uma integral e nem sempre a primitiva é simples de se obter, torna-se necessario utilizar
outros métodos de resolucao de integral.

As fungoes com entradas reais, nas quais a primitiva da funcao era simples de se obter,
utilizou-se duas solugoes, onde uma calcula o resultado através da primitiva da funcao e a
outra realiza o calculo através do método 1/3 de Simpson. J4 naquelas onde a primitiva
nao era explicita utiliza-se somente o método 1/3 de Simpson. Para as fungoes com
entradas intervalares em que a primitiva era simples de se obter utilizou-se a primitiva
da fungao na forma intervalar e o método de Simpson Intervalar definido por Caprani et
al [9] para obter o intervalo solucao. J& aquelas fungdes em que a primitiva nao é explicita,
calculou-se os intervalos encapsuladores através do método de Simpson Intervalar.

A Tabela 1 apresenta as fungoes densidade de probabilidade de cada varidvel [10], bem
como os métodos de resolucao para cada distribuicao.

Tabela 1: Distribuigoes e Métodos de Resolugao.

Distribuigao Fungao Densidade Primitiva Primitiva
de Probabilidade Real Intervalar
Uniforme fz(z) = bia sea<xz<b. jf f(z)dz = =. bia jf f(X)dz = Xﬁ
—ax
Exponencial f(x) = { g,e ’ gg(z)ﬁ 0, a fé) e~ AT gy — T O‘ff e X gy — g~ X
—(@—m)?
5 =1 2
Normal fz(x) = pvorie o
oo <z < 4oo, onde p>0eoc >0
_af® se z>p
Pareto f(x) = zat1° =
0, se < B
[e3 _ (o3 _
a>1lef>0. Jaee m‘jﬁrl dz = B%.(a=%) | [F>° ;{fﬂ do = B> (X~ %)
N7
Az, v—1
Gama f(x) = § T(v) ¢ r ’ se ©>0
0, outro caso.

Os métodos 1/3 de Simpson e Simpson Intervalar foram aplicados em quase todas as
distribuigoes, com excecao da Uniforme. As distribui¢gdes Normal e Gama nao possuem
uma primitiva explicita da integral, logo utilizou-se os métodos 1/3 de Simpson e Simpson
Intervalar para resolucgao.

3 Analise do Esforco Computacional

O termo complexidade, no contexto de algoritmos, refere-se aos requerimentos de re-
cursos necessarios para que um algoritmo possa resolver um problema sob o ponto de
vista computacional, ou seja, & quantidade de trabalho despendido pelo algoritmo [8].
Quando o recurso é o tempo, sao escolhidas uma ou mais operagoes fundamentais e entao
sdo contados os numeros de execugoes desta operacao na execucao do algoritmo. Se-
gundo Toscani [8] a escolha de uma operacao como operacao fundamental é aceitavel se
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o numero de operagoes executadas pelo algoritmo é proporcional ao niimero de execugoes
da operacao fundamental.

Um problema é chamado de problema computével se existir um procedimento efetivo
que o resolva em um numero finito de passos, ou seja, se existe um algoritmo que leve a sua
solugao. Observa-se, contudo, que um problema considerado “em principio” computével
pode nao ser tratavel na pratica, devido as limitacoes dos recursos computacionais para
executar o algoritmo implementado [8].

3.1 Distribuicoes com Entradas Reais

Nesta subsecao apresenta-se a andlise da complexidade computacional realizada para
as funcoes densidade de probabilidade com entradas reais, utilizando a primitiva da funcao
e o método 1/3 de Simpson para resolucao da integral.

Tabela 2: Andlise de complexidade computacional para funcoées com entradas reais

Distribuigao Primitiva Real 1/3 de Simpson
Uniforme E preciso fornecer os intervalos necessirios | -

para o ciculo da distribuigdo. A resolugdo

requer operagoes aritméticas, como subtragao

e divisdo. A complexidade computacional de

resolver tais operacoes é de ordem constante,

logo O(1).

Exponencial | Parametro a e o intervalo em que a probabili- | Parametro « e o intervalo em que a probabili-
dade do valor a ser calculado deve estar contido | dade do valor a ser calculado deve estar contido
sdo passados como entrada. Realiza operagdes | sdo fornecidos, além do nimero de subdivisdes
aritméticas para resolucao da integral. Assim, | n. Executa operagdes aritméticas e operagoes
a complexidade é de ordem O(1). em um lago de repeticdo que deve ser execu-

tado n vezes. Assim, a complexidade é de or-
dem O(n).

Normal - Entrada de dados e valor das subdivisoes
no célculo do método.  Utiliza operagoes
aritméticas e um lago que é repetido o niimero
de subdivides definidos. Assim, sua comple-
xidade depende do nimero de subdivisoes n,
obtendo ordem de complexidade linear, O(n)

Pareto Parametros a e 3, bem como o intervalo em | Pardmetros como entrada, bem como o

que se quer a probabilidade sao fornecidos. Re- | nimero de subdivisbes a ser utilizado no
alizado o cédlculo de uma integral, na qual sdao | método.  Resolvidas operacGes aritméticas
resolvidas operagoes aritméticas como soma, | como soma, multiplicacao, divisao e exponen-
multiplicacao, divisdo e exponenciagdo. As- | ciagdo, seguida de um laco, o qual é repetido
sim, a complexidade é de ordem constante, | em func¢do do nimero de subdivisées. Assim,
O(1). a complexidade é de ordem linear, O(n).

Gama Parametros A e v, além de uma varidvel n
a qual armazena o nimero de subdivisoes a
ser utilizada no célculo do método. Realiza-
das operacoes aritméticas de subtragao, multi-
plicagao e exponenciagdo e um lago, o qual é
repetido n vezes. Portanto, a ordem de com-
plexidade do algoritmo é linear, O(n).

Salienta-se que a complexidade computacional, quando se utiliza o método 1/3 de
Simpson, nao depende da entrada por ser sempre a mesma, mas depende das subdivisoes
do método. A eficiéncia do algoritmo esta relacionada com o tamanho dessas subdivisoes
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que deve ser passada como parametro na execugao do método, portanto a complexidade
é de ordem O(2").

Importante ressaltar que na literatura nao foram encontrados resultados de complexi-
dade computacional, ou seja, a verificagao do esfor¢co computacional requerido para com-
putar as funcoes densidade de probabilidade com distribui¢oes Uniforme, Exponencial,
Normal, Pareto e Gama, com entradas reais e intervalares.

3.2 Entradas Intervalares

A seguir, na Tabela 3 sdo apresentadas as andlises de complexidade dos algoritmos
desenvolvidos para as fungoes com entradas intervalares.

Tabela 3: Anélise de complexidade computacional para fungoes com entradas intervalares

Distribuicao Primitiva Intervalar Simpson Intervalar

Uniforme Utiliza as mesmas entradas do algoritmo real. | -
Operacoes aritméticas realizadas na forma real
foram substituidas pelas operagoes intervala-
res. A complexidade de resolver tais operagoes
é constante. Dessa maneira, a complexidade
computacional permanece constante, O(1).

Exponencial | E utilizado o parAmetro « e as entradas reais | Realiza operagdes aritméticas intervalares e
sao substituidas por intervalares. Operagbes | parametros de entrada que sa@o utilizados
aritméticas reais substituidas pelas intervala- | também pela forma intervalar sem Simpson.
res. Complexidade é de ordem O(1). A diferenca é que é criada uma lista com to-

das as n subdivisdes, o que acarreta em um
lago executado n vezes. Por fim, o algoritmo
apresenta mais um lago, no qual sdo realizados
os cédlculos do método. Assim, a complexidade
computacional do algoritmo é de ordem linear,
O(n).

Normal - Utiliza os parametros da distribuigao, além do
nidmero de subdivisdes do método. E criada
uma lista com as n distribuigoes, apds é rea-
lizado um lago para calcular o resultado com
o método de Simpson. Portanto, a complexi-
dade é O(n).

Pareto Parametros a e (3, bem como o intervalo | Mesmos dados de entrada sem o método, além
em que se quer a probabilidade como en- | do nimero de subdivisdes que serdo realiza-
trada. Apds, operagdes aritméticas foram | das. Assim, também existem dois lagos, um
substituidas pelas intervalarares. Assim, a | para criar a lista de subdivisdes e o outro para
complexidade computacional é de ordem cons- | realizar o cdlculo do método. A complexidade
tante, O(1). ¢ de ordem linear, O(n).

Gama - Dados de entrada da distribui¢do e um lago

de repeticao, o qual cria uma lista de acordo
com o numero de subdivisdes selecionadas. A
finalizagao do algoritmo se d4 com um lago de
repeticdo que realiza os cdlculos do método de
acordo com o nimero n de subdivisdes. Com-
plexida é O(n).

Assim como na complexidade do método 1/3 de Simpson, a complexidade computaci-
onal quando se utiliza o método de Simpson Intervalar também nao depende da entrada,
e sim do numero de subdivisGes para o método. Portanto, a eficiéncia do algoritmo esta
relacionada com o tamanho dessas subdivisoes, sendo classificado como O(2").
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A Tabela 4 apresenta, resumidamente, a ordem de complexidade encontrada para todas
as distribuicoes exploradas no presente trabalho.

Tabela 4: Esforco computacional das Distribuigoes

Distribuicao Complexidade Real Complexidade Intervalar
Primitiva da Funcao | Simpson | Primitiva da Fung¢ao | Simpson Intervalar
Uniforme O(1) - O(1) -
Exponencial O(1) o(2m) O(1) o(2m)
Normal - o(2m) - o(2m)
Gama - o(2m) - o(2m)
Pareto 0(1) o(2m) O(1) o(2m)

A partir da analise da complexidade computacional dos algoritmos propostos para
computar as fungoes com entradas reais, é possivel afirmar que utilizando a primitiva da
funcao como solucao, os algoritmos sao executados em uma complexidade menor, ou seja,
menos trabalho para computar o resultado. Com as fungoes na forma intervalar o método
de Simpson Intervalar gera resultados utilizando um maior esforco computacional do que
os obtidos a partir da primitiva da funcdo. Assim, conclui-se que em ambas as formas,
real e intervalar, as melhores solucoes sao obtidas através da aplicacao da primitiva da
funcao.

4 Conclusao

Embora integrais de funcoes densidade de probabilidade como a Uniforme, a Exponen-
cial e a de Pareto, sejam resolvidas analiticamente, seu valor numérico no computador é
dado por aproximagao, e portanto afetado por erros de arredondamento ou truncamento.
Outras fungoes densidade como a Normal ou Gama nao possuem primitivas na forma
analitica, sendo necesséario o uso de integragdao numérica onde erros de arredondamentos e
truncamentos sao propagados devido as operagoes aritméticas realizadas no computador.

Quando se trabalha com computagao numérica, um dos fatores de maior importancia
¢é a exatidao da resposta desses cédlculos. O que sempre se procura sao resultados cada
vez mais exatos e com um menor erro possivel contido neles. A matemadtica intervalar
surge com o objetivo principal de realizar um controle automético de erros dos célculos,
retornando respostas com a maior exatidao possivel.

No presente trabalho analisou-se o esforco computacional das fungoes densidade de
probabilidade das variaveis aleatérias com distribuicoes Uniforme, Exponencial, Normal,
Gama e Pareto.

Como resultado foi possivel analisar se, ao utilizar intervalos para calcular a funcao
densidade de probabilidade das varidaveis aleatérias continuas, a quantidade de trabalho
despendido pelo algoritmo aumenta em relacao a forma real. Apds a andlise, constatou-
se que o esforco computacional é o mesmo, tanto na forma real quanto na intervalar.
Resultado importante, o qual justifica o uso da matematica intervalar na resolucao das
fungoes. A aplicacao de intervalos proporciona o controle de erros e exatidao dos resultados
para estas varidveis.
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