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Grafos Threshold Equienergéticos
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Resumo. A energia de um grafo é definida como a soma dos valores absolutos dos seus
autovalores. Dizemos que dois grafos, não isomorfos e com mesmo número de vértices são
equienergéticos, se eles possuem a mesma energia. Um grafo threshold com n vértices (or-
dem n) é definido através de uma sequência binária de n d́ıgitos. O propósito deste trabalho
é apresentar famı́lias de grafos threshold equienergéticos, incluindo o resultado que afirma
para todo n ≥ 3 existem n−1 grafos threshold, não coespectrais de ordem n2, com a mesma
energia que o grafo completo Kn2 .
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1 Introdução

O tema deste trabalho está relacionado com a Teoria Espectral de Grafos. A Teoria
Espectral de Grafos tem como objetivo relacionar propriedades espectrais de matrizes
associadas a grafos, tais como: autovalores, autovetores, e polinômios caracteŕısticos com
a estrutura desses grafos.

Seja G = (V,E) um grafo com vértices V = {v1, v2, . . . , vn} e o conjunto de arestas E,
sua matriz de adjacência A = [aij ] é uma matriz de ordem n× n formada por zeros e uns
tal que aij = 1 se e somente se vi é adjacente a vj (isto é, existe uma aresta entre vi e vj)
e aij = 0, caso contrário.

O espectro de um grafo é o conjunto dos autovalores de sua matriz de adjacência.
Podemos verificar várias propriedades dos grafos analisando a sua matriz de adjacência.
Por exemplo, a partir do polinômio caracteŕıstico de G, obtido por p(x) = det(A − xI),
ou seja,

p(x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . .+ an−1x+ an

podemos obter as seguinte informações:

• o número de arestas é igual a −a2, e também igual a metade da soma dos quadrados
dos autovalores;
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• o número de triângulos é igual a −a3
2 , e também igual a 1

6 tr(A
3);

• o elemento ij da matriz At indica o número de cadeias de comprimento t entre o i−
ésimo e j− ésimo vértices do grafo.

Um invariante relacionado ao espectro de um grafo é a energia. A energia de um grafo
G, definida por Gutman em [4] é a soma dos valores absolutos dos autovalores de G. Mais
precisamente, se λ1, λ2, . . . , λn são os autovalores da matriz de adjacência associada ao
grafo G, então a energia é obtida por E(G) =

∑n
i=1 |λi|. Existem vários resultados sobre

a energia de grafos. Citaremos a seguir, alguns deles que podem ser encontrados em [1,3].

• E(Kn) = 2(n− 1), onde Kn é o grafo completo de ordem n;

• E(G) ≤
√

2nm, para todo grafo G com n vértices e m arestas;

• 2
√
m ≤ E(G) ≤ 2m, para todo grafo G com m arestas.

2 Grafos Threshold

Os grafos threshold foram introduzidos por Chvátal e Hammer [2] nos anos 70. Eles são
uma importante classe de grafos devido as várias aplicações em psicologia, sincronização
de processos paralelos e outros [7]. Provavelmente por este motivo, eles aparecem na
literatura com vários nomes equivalentes.

Existem muitas maneiras de definir os grafos threshold, mas independente da maneira,
um grafo threshold é obtido a partir de um processo recursivo que inicia com um vértice
isolado e que, a cada passo, ou um novo vértice isolado é adicionado, ou um vértice
adjacente a todos os vértices anteriores (vértice dominante) é adicionado. Dessa forma
podemos definir um grafo threshold G de ordem n, através de uma sequência de tamanho
n composta por caracteres 0 e 1. Denotaremos por 0 sempre como o primeiro caracter da
sequência; ele representa o primeiro vértice do grafo. A seguir cada 0 representa a adição
de um vértice isolado e 1, a adição de um vértice dominante.

Definição 2.1. Um grafo threshold G = (V,E) de ordem n é definido por uma sequência
binária (b1b2 . . . bn), onde bi = 0, representa adição de um vértice isolado e bi = 1, repre-
senta adição de um vértice dominante.

Como ilustração, a Figura 1, representa o grafo threshold definido pela sequência
binária (001110011) ou (02130212). Outro exemplo de grafo threshold é o grafo completo
Kn, que possui representação igual a (01 . . . 1), com n− 1 caracteres iguais a 1.

Uma maneira de obter a energia de um grafo é determinar o seu espectro, ou seja, os
seus autovalores. Embora na prática, na maioria dos casos, isso é não trivial, pois não
possúımos método algébrico para encontrar ráızes de polinômios de grau maior do que 5,
a classe de grafos threshold possui uma particularidade. Se A é a matriz de adjacência
de um grafo threshold G, o polinômio caracteŕıstico de G pode ser obtido através de
uma redução da matriz A. Aqui será apresentado a idéia geral dessa redução, para mais
detalhes, consultar [8].
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Figura 1: O grafo threshold (02130212) Figura 2: O grafo threshold (0150614)

Seja G um grafo threshold com sequência binária (b1b2 . . . bn) = (0s11t1 . . . 0sk1tk), onde
s1, t1, . . . , sk e tk são números inteiros e positivos, tais que b1 = 0 e bn = 1. Então:

1. A multiplicidade do autovalor 0 é o número de subsequências 00 em (b1b2 . . . bn).

2. A multiplicidade do autovalor −1 é obtida por:{∑k
i=1(ti − 1) se s1 > 1

1 +
∑k

i=1(ti − 1) se s1 = 1.

Após a obtenção dos termos x e x + 1, a redução de A é obtida através de uma partição
equilibrada dos vértices (cliques e vértices independentes), cujo polinômio caracteŕıstico
é adicionado o fator restante. Por exemplo, considere o grafo threshold G de ordem 16,
definido por (0150614). A partição equilibrada de G é ilustrada na Figura 2, onde as células
em azul representam uma clique, enquanto que a célula em branco representa um conjunto
de vértices independentes. Usando as fórmulas acima, verificamos que a multiplicidade do
autovalor 0 é 5, enquanto que a multiplicidade do autovalor −1 é 8. A redução da matriz
A, a partir da partição equilibrada é dada pela seguinte matriz 3 6 6

4 5 0
4 0 0

 .
Calculando o polinômio caracteŕıstico da matriz reduzida, obtemos que o polinômio

de G é
x5(x+ 1)8(x3 − 8x2 − 33x+ 120).

Embora esse método seja muito utilizado, existem certas classes de grafos threshold, em
que a redução da matriz de adjacência, é relativamente pequena quando comparada a
matriz original. Nesse sentido, um método alternativo é apresentado no trabalho [5], no
qual exibe um algoritmo para o cálculo dos polinômios caracteŕısticos de grafos threshold
de ordem n.
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3 Famı́lias Equienergéticas

Nesta seção, são apresentadas famı́lias de grafos threshold equienergéticas, não coes-
pectrais, ou seja, que não possuem o mesmo espectro. Note que, determinar grafos com
tais propriedades, tornam o problema mais interessante, uma vez que, grafos com o mesmo
espectro, são naturalmente equienergéticos.

As demonstrações dos resultados omitidos aqui, podem ser encontradas em [6].

Lema 3.1. Para inteiros positivos s, k e j, o polinômio caracteŕıstico do grafo threshold
(01s0k1j) é dado por

xk−1(x+ 1)s+j−1 · (x3 − (s+ j − 1)x2 − (s+ jk + j)x+ kjs) (1)

Prova: Uma vez que a multiplicidade dos autovalores 0 e −1 são iguais a k− 1 e s+ j− 1,
respectivamente, o fator restante é obtido via partição equilibrada, tomando V1 e V2 como
cliques de tamanho j e s+1, respectivamente, e V3 como conjunto de vértices independentes
de tamanho k.

Lema 3.2. Sejam b e c números reais positivos, tais que x2 − bx + c possui ráızes reais
λ1, λ2. Então |λ1|+ |λ2| = b.

Prova: Como b >
√
b2 − 4c, segue que ambas ráızes λ1 = b−

√
b2−4c
2 e λ2 = b+

√
b2−4c
2 são

positivas. Portanto, temos que |λ1|+ |λ2| = b.

Teorema 3.1. Os grafos de ordem n, G = (012m02m−114m) e Kn são não coespectrais e
equienergéticos, se n = 8m,m ≥ 1.

Prova: Como o espectro do grafo completo Kn é igual a −1 e n − 1, com multiplicidade
n−1 e 1, respectivamente, tomando s = 2m, k = 2m−1, j = 4m no Lema 3.1, (1) torna-se

x2m−2(x+ 1)6m−1 · (x3 − (6m− 1)x2 − (8m2 + 2m)x+ 16m3 − 8m2).

Fatorando a cúbica, obtemos que

x2m−2(x+ 1)6m−1 · (x+ 2m)(x2 − (8m− 1)x+ 8m2 − 4m).

Usando o Lema 3.2, temos que E(G) = (6m− 1) + 2m+ (8m− 1) = 16m− 2 = E(Kn).

Teorema 3.2. Os grafos de ordem n, G = (012m+102m14m+2) e Kn são não coespectrais
e equienergéticos, se n = 8m+ 4,m ≥ 1.

Prova: A demonstração segue análoga à prova do Teorema 3.1.

Teorema 3.3. Os grafos de ordem n, G = (014m02m−113m) e G′ = (01m02m−116m) são
não coespectrais e equienergéticos com Kn, se n = 9m,m ≥ 1.

Prova: A demonstração segue análoga à prova do Teorema 3.1.
Uma questão natural, que surge a partir dos resultados apresentados acima, é determi-

nar a existência de mais do que três famı́las de grafos threshold de ordem n, não cospectrais
e equienergéticos. Na verdade, existem muitos grafos threshold equienergéticos, como ilus-
tra o seguinte resultado.
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Teorema 3.4. Para cada n ≥ 3 existem n− 1 grafos threshold de ordem n2, não coespec-
trais e equienergéticos com Kn2 .

Como ilustração desse resultado, na Tabela 3.1, são apresentados todos os grafos th-
reshold de ordem 36, não coespectrais e equinergéticos com K36. A prova do resultado
pode ser verificada em [6].

Tabela 1: Ilustração do Teorema 3.4 para n = 6.

n G p(x) E(G)

36 (01250416) x3(x+ 1)30(x+ 5)(x2 − 35x+ 120) 70

36 (011607112) x6(x+ 1)27(x+ 8)(x2 − 35x+ 168) 70

36 (01908118) x7(x+ 1)26(x+ 9)(x2 − 35x+ 144) 70

36 (01407124) x6(x+ 1)27(x+ 8)(x2 − 35x+ 84) 70

36 (0104130) x3(x+ 1)30(x+ 5)(x2 − 35x+ 24) 70

36 (0135) (x+ 1)35(x− 35) 70
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