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1 Introdução

Nos dias de hoje, um dos principais desafios nas engenharias mecânica, civil, aeroespa-
cial, entre outras, é a busca de soluções que sejam eficientes e que proporcionem a melhor
relação custo benef́ıcio posśıvel. A análise modal é uma ferramenta de grande interesse
utilizada no estudo e avaliação do comportamento estrutural de sistemas mecânicos. O
objetivo deste trabalho é determinar as frequências naturais e os modos de vibração de
uma estrutura composta por duas vigas acopladas elasticamente e modeladas pela teoria
de Timoshenko, através da análise modal e da resposta impulso matricial.

2 Equações de Movimento

As equações diferenciais que regem a vibração de flexão de um sistema composto por
duas vigas (1), derivadas por meio do prinćıpio de Hamilton, e incluindo os efeitos da
deformação por cisalhamento e de inércia rotativa e sem forçantes externos, são dadas
por, [3],
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onde i = 1, 2, correspondem a viga inferior e a viga superior, respectivamente, wi(x, t)
a deflexão das vigas, θi(x, t) o ângulo de rotação das vigas, mi, ρi,Ki, Gi, Ai, Ei, Ii, os
parâmetros das vigas e k a constante da mola no acoplamento.
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3 Formulação Matricial

Matricialmente, as equações (1) podem ser escritas na forma

Mv̈ + Kv = 0, (2)

onde M e K são matrizes cujos os elementos são operadores lineares espaciais e v =
[w1 w2 θ1 θ2]

T .
A solução para a equação (2) pode ser escrita como, [2, 4],

v(t, x) = eλtV(x), V(x) = (W1(x) W2(x) Θ1(x) Θ2(x) )T , (3)

gerando o problema de autovalor quadrático, (λ2M + K)V(x) = 0, onde λ = iω e ω é a
frequência natural de vibração. A solução, V(x), deve satisfazer

V
′′
(x) + (A−1B)V

′
(x) + (A−1C)V(x) = 0, (4)

para apropriadas matrizes A, B e C. A solução para (4) pode ser dada por, [1],

V(x) = h(x)e1 + h′(x)e2, (5)

onde ϕ = {h,h′} é a base de soluções e h(x), resposta impulso matricial, é solução do
problema de valor inicial,

h′′(x) + (A−1B)h′(x) + (A−1C)h(x) = 0, h(0) = 0, h′(0) = I. (6)

Para determinadas condições de contorno do problema (1) e devido as condições ini-
ciais em (6), os modos de vibração dados pela equação (5) podem ser simplificados. Por
exemplo, para um sistema composto por duas vigas acopladas e fixas em x = 0, a forma
dos modos é reduzida a V(x) = h(x)e1.

4 Conclusões

Para determinar as frequências naturais e os modos de vibração de um sistema com-
posto por duas vigas acopladas e modeladas pela teoria de Timoshenko, foi utilizada a
resposta impulso matricial. Os cálculos são simplificados para apropriadas condições de
contorno e devido as condições iniciais de um problema de valor inicial escrito em termos
da respota impulso.
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