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1 Introdução

Neste trabalho, é desenvolvida uma caracterização da fronteira da região de estabili-
dade através das variedades invariantes de órbitas periódicas e pontos fixos de um sistema
dinâmico discreto, generalizando os resultados de caracterização apresentados em [1].

2 Caracterização da fronteira da região de estabilidade

Considere os seguintes sistemas dinâmicos discretos não lineares

xk+1 = f(xk) (1)

xm+1 = fp(xm) (2)

para algum p ∈ Z maior que 1. Chamaremos o sistema (2) de sistema p-associado .
Um ponto x∗ é um ponto periódico de peŕıodo p do sistema (1) se fp(x∗) = x∗ e

fk(x∗) 6= x∗ para todo k satisfazendo 0 < k < p. Chamaremos de órbita periódica de
peŕıodo p do sistema (1) a sequência γ =

{
x∗, f(x∗), ..., fp−1(x∗)

}
. Segundo [3], uma

órbita periódica γ de peŕıodo p do sistema (1) é hiperbólica se, e só se, cada ponto da
órbita é um ponto fixo hiperbólico do sistema p-iterado (2). Além disso, se f(x∗) = x∗

diremos que x∗ é um ponto fixo do sistema (1).

Lema 2.1. Seja x∗ um ponto p-periódico do sistema original (1), então x∗ é um ponto
fixo do sistema p-iterado associado (2).Em particular, se x∗ é um ponto fixo do sistema
(1), então x∗ é um ponto fixo do sistema (2). Além disso, se xs é um ponto fixo assintoti-
camente estável do sistema original (1), então xs é um ponto fixo assintoticamente estável
do sistema (2) para todo p ≥ 1.
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Seja xs um ponto fixo assintoticamente estável de (1) e (2), definimos a região de
estabilidade para o sistema (1) como o conjunto das condições iniciais cujas iteradas ten-
dem a xs quando n → ∞, isto é, A(xs) = {x ∈M ; fn(x)→ xs quando n→∞}. Ana-
logamente, definimos a região de estabilidade para o sistema p-iterado como Ap(x

s) =
{x ∈M ; fnp(x)→ xs quando n→∞}.
Teorema 1. Seja xs um ponto fixo assintoticamente estável de (1). Então, A(xs) =
Ap(x

s) para todo p ≥ 1, e ∂A(xs) = ∂Ap(x
s) para todo p ≥ 1.

O teorema 1 mostra que a região de estabilidade A(xs) do sistema (1) é igual à região
de estabilidade Ap(x

s) do sistema (2), logo uma caracterização da fronteira da região de
estabilidade A(xs) do sistema (1) pode ser dada em função da caracterização da fronteira
da região de estabilidade Ap(x

s) do sistema (2).

Lema 2.2. Seja γ =
{
x∗, f(x∗), ..., fp−1(x∗)

}
uma órbita periódica hiperbólica de peŕıodo

p do sistema (1) onde f é um difeomorfismo. Então, W s(γ) = W s
p (x∗)∪W s

p (f(x∗))∪ ...∪
W s

p (fp−1(x∗)) e W u(γ) = W u
p (x∗) ∪W u

p (f(x∗)) ∪ ... ∪W u
p (fp−1(x∗)).

O lema 2.2, relaciona as variedades invariantes de uma órbita periódica de peŕıodo p do
sistema (1) com as variedades invariantes dos pontos fixos pertecentes à órbita periódica,
no sistema p-iterado. Considere as seguintes afirmações: (A1) Todos os pontos fixos em
∂Ap(xs) são hiperbólicos; (A2) As variedades invariantes dos pontos fixos em ∂Ap(xs)
satisfazem a condição de transversalidade; (A3) Toda trajetória em ∂Ap(xs) se aproxima
de algum ponto fixo quando n→∞. Sob essas condições, e explorando o lema 2.2,temos
a seguinte caracterização:

Teorema 2. Seja xs um ponto fixo assintoticamente estável do sistema (1) e γ uma órbita
periódica hiperbólica de peŕıodo p, onde f é um difeomorfismo. Suponha que as afirmações,
(A1), (A2) e (A3) sejam válidas para o sistema (2). Sejam x̂i pontos fixos hiperbólicos
instáveis ou pontos da órbita periódica γ em ∂A(xs). Então a fronteira da região de
estabilidade fica caracterizada da seguinte maneira: ∂A(xs) = ∂Ap(x

s) =
⋃

iW
s
p (x̂i).
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