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Resumo. Este trabalho mostra a relação existente entre a solução particular da equação
de Hamilton-Jacobi com as simetrias de Lie e os invariantes obtidos pelo Teorema de No-
ether de um oscilador harmônico.
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1 Simetrias de Lie do Oscilador Harmônico

Um oscilador harmônico é descrito por F(q, q̇, q̈) = q̈ + ω2q = 0, sendo q = q(t)
o deslocamento, t o tempo, ω2 = k/m, k a rigidez e m a massa. Uma transformação
envolvendo q e o tempo t com relação a um parâmetro cont́ınuo ε pode ser feita a partir
de:

q̄ = φ(q, t, ε), t̄ = ψ(q, t, ε) (1)

sendo φ e ψ funções que realizam a transformação. Expandido q̄ e t̄ com séries de Ma-
cLaurin com relação a ε obtém-se:

q̄ = q + ε
∂φ

∂ε︸︷︷︸
η

∣∣∣∣
ε≈0

= q + εη t̄ = t+ ε
∂ψ

∂ε︸︷︷︸
ξ

∣∣∣∣
ε≈0

= t+ εξ (2)

sendo η(q, t) e ξ(q, t) campos vetoriais infinitesimais que podem ser usados para obter um
gerador infinitesimal de simetria [1–3]:

X = η
∂

∂q
+ ξ

∂

∂t
(3)

O oscilador admite simetria se e somente se for válida a condição de Lie com o uso de
uma prolongação de segunda ordem, U ′′, do gerador de infinitesimal X tal que:

U ′′XF = 0 sendo U ′′X = η
∂

∂q
+ ξ

∂

∂t
+ β(1) ∂

∂q̇
+ β(2) ∂

∂q̈

β(1) = ∂η
∂t + (∂η∂q −

∂ξ
∂t )q̇ −

∂ξ
∂q (q̇)2 e β(2) = ∂2η

∂2t + (2 ∂2η
∂t∂q −

∂2ξ
∂2t )q̇ + (∂

2η
∂2q − 2 ∂2ξ

∂t∂q )(q̇)2 − ∂2ξ
∂2q (q̇)3 +

(∂η∂q − 2∂ξ∂t )q̈ − 3∂ξ∂q q̇q̈ [2]. Com a aplicação da condição de Lie na equação de movimento,
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pode-se obter equações determinantes para se encontrar oito geradores infinitesimais de
simetria [1] dados por: X1 = ∂

∂t , X2 = q ∂∂q , X3 = (1 + q2)(sin t) ∂∂q − (q cos t) ∂∂t , X4 = (1 −
q2)(sin t) ∂∂q + (q cos t) ∂∂t , X5 = (1 + q2)(cos t) ∂∂q + (q sin t) ∂∂t , X6 = (1 − q2)(cos t) ∂∂q − (q sin t) ∂∂t ,

X7 = (q cos 2t) ∂∂q + (sin 2t) ∂∂t e X8 = −(q sin 2t) ∂∂q + (cos 2t) ∂∂t .

2 Invariantes Obtidos Através do Teorema de Noether
Para cada um dos geradores infinitesimais de simetria, associa-se uma constante de

movimento obtida pela aplicação do teorema de Noether por:

Ai = p(q̇ξi − ηi)− Lξi i = 1, 2, · · · , 8 (4)

sendo p = ∂L
∂q̇ o momento canônico e L = 1

2mq̇
2− 1

2ω
2mq2 a lagrangiana. Com a utilização

das funções ηi e ξi obtém-se as constantes de movimento: A1 = 1
2mq̇

2+ 1
2ω

2mq2, A2 = −mqq̇,
A3 = sin t(−mq̇ −mq2q̇) + cos t(− 1

2mqq̇
2 − 1

2ω
2mq3), A4 = sin t(−mq̇ + mq2q̇) + cos t( 1

2mqq̇
2 +

1
2ω

2mq3), A5 = sin t( 1
2mqq̇

2 + 1
2ω

2mq3) + cos t(−mq̇ −mq2q̇), A6 = sin t(− 1
2mqq̇

2 − 1
2ω

2mq3) +

cos t(mq̇−mq2q̇), A7 = sin 2t( 1
2mq̇

2+ 1
2ω

2mq2)+cos 2t(−mqq̇) e A8 = sin 2t(mqq̇)+cos 2t( 1
2mq̇

2+
1
2ω

2mq2).

3 Alternativas a Teoria de Hamilton-Jacobi
A teoria de Hamilton-Jacobi é útil para obter uma transformação canônica do espaço de

fases {q p}T de tal forma a obter novas variáveis {Q P}T onde a integração se torne trivial.
A mais interessante é a que anula a hamiltoniana nestas novas coordenadas. Analisando
os invariantes obtidos pelo teorema de Noether, observa-se que a constante de movimento
A1 é associada à hamiltoniana do sistema, que é invariante, e relacionada diretamente a
transformação de simetria com o gerador X1 que realiza uma translação temporal. Porém,
além desta transformação, outra infinidade de constantes podem ser obtidas para definir
novas coordenadas {Q P}T invariantes conduzindo a equações de movimento triviais, não
necessariamente anulando a nova hamiltoniana, nem mesmo sendo canônicas. A meta deste
artigo será verificar justamente estas condições, ou seja, analisar se os oito invariantes do
oscilador associados a simetrias de Lie podem ser usados para obter novas coordenadas
{Q P}T constantes e ainda preservando o prinćıpio variacional como uma alternativa para
a transformação usando a função principal de Hamilton.
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