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Espectros de frequências do modelo não local de Timoshenko
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1 Introdução

O estudo de estruturas com dimensões muito pequenas tem motivado modificações
na teoria da mecânica do cont́ınuo. Em [2] as Equações (1)-(2) descrevem o modelo
de Timoshenko não local para a deflexão transversal, u = u(t, x), e rotação da seção
transversal, ψ = ψ(t, x), de uma viga uniforme

ρA(utt − (e0a0)
2uxxtt)− κGA(uxx − ψx) = 0, (1)

ρI(ψtt − (e0a0)
2ψxxtt)− EIψxx − κGA(ux − ψ) = 0, (2)

sendo e0a0 o parâmetro não local e ρ, A, I, E, G e κ parâmetros f́ısicos e do modelo.

2 Espectros de frequências da viga bi-apoiada

Soluções de (1)-(2) da forma u(t, x) = eiωtU(x) e ψ(t, x) = eiωtΨ(x) fornecem a equação
diferencial matricial de segunda ordem, cujo polinômio caracteŕıstico dado pela Equação
(3) é

b0(ω)β
4 + b2(ω)β

2 + b4(ω) = 0. (3)

Assim como na teoria clássica de Timoshenko (e0a0 = 0), para uma viga bi-apoiada
[1], surgem no modelo não local dois espectros de frequências ωN1(n) e ωN2(n), n ∈ Z,
chamados primeiro e segundo espectros respectivamente, sendo ωN1(n) < ωN2(n). Na
Figura 1 são graficadas ωN1(n) e ωN2(n) juntamente com as frequências singulares ωb01 =
1

e0a0

√
κG
ρ , ωb02 = 1

e0a0

√
E
ρ , ráızes de b0(ω), e a frequência cŕıtica ωc =

√
κGA
ρI para a

viga circular com parâmetros fornecidos em [3], L = 120× 10−9 m, e valores particulares
de e0a0. Observa-se na Figura 1(b) que ambos os espectros tornam-se limitados para
e0a0 ̸= 0, o que não ocorre para a teoria clássica de Timoshenko (e0a0 = 0) representada
na Figura 1(a). Para n→ ∞ tem-se ωN1 → ωb01 e ωN2 → ωb02, no entanto, observa-se na
Figura 1(b) e 1(c) que para diferentes valores de e0a0 tem-se que ωN2 tende para ωb02 por
valores menores ou maiores que ωb02 dependendo do parâmetro e0a0.
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(a) e0a0 = 0 (b) e0a0 = 3 · 10−10 (c) e0a0 =
√
3 · 10−19

Figura 1: ωN1(n) e ωN2(n) para viga não local bi-apoiada, frequências em 1012 rad
s .

As relações de ω2
N1 com ω2

b01 e ω2
N2 com ω2

b02 para diferentes intervalos de (e0a0)
2 são

representadas na Figura 2. No intervalo EI
κGA − I

A < (e0a0)
2 < EI

κGA existe interseção entre
ω2
b02 e ω2

N2 e a relação entre elas se altera.

Figura 2: Relação das frequências ω2
N1 com ω2

b01 e ω2
N2 com ω2

b02.

3 Conclusões

O modelo de Timoshenko não local, estudado neste trabalho, apresenta dois espectros
de frequências para uma viga bi-apoiada, assim como a teoria clássica de Timoshenko. O
parâmetro e0a0 do modelo não local influencia o comportamento das frequências de ambos
os espectros e seu comportamento em relação às frequências singulares ωb01 e ωb02.
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