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Resumo Neste trabalho, apresentamos algumas propriedades das derivadas fracionérias
no sentido de Caputo e Riesz. Aplicando-as em um problema nao linear de difusdo com
absorcao. Encontramos solugoes do tipo ondas viajantes e analisamos seus graficos.
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1 Introducao

O célculo fraciondrio (CF) vem despertando o interesse de vdrias dreas de pesqui-
sas, principalmente com seu uso na descricdo de fenémenos naturais. Em especial, po-
demos citar os fenomenos difusivos, que nao seguem a difusao padrao, chamada difusao
anomala [3,4]. Pois, quando usamos o CF, obtemos uma quantidade maior de informagoes,
vinculadas a influéncia de efeitos nao locais, que denominamos efeitos de meméria [12].
Porém, devida as diversas formas de introduzirmos o CF, isto se deve ao surgimento de
vérias defini¢oes para derivada fraciondria [6], temos uma complexidade de tentar genera-
lizar o cédlculo de ordem inteira e resolver os problemas de ordem fracionéaria.

Podemos dizer, que um dos seus principais representantes é o professor Francesco
Mainardi, com seus intimeros trabalhos, por exemplo [7,11], e participacdo em grupos
de pesquisas de varios paises, incluindo o Brasil. Pelas suas contribuicoes e divulgagoes,
ocorreu um congresso em sua homenagem, totalmente voltado para o CF, em Bilbao,
Espanha, em 2013. No Brasil, o CF cresce consideravelmente, onde podemos citar, como
um dos seus divulgadores, o professor Edmundo Capelas de Oliveira e alguns de seus
trabalhos [1,5,9].

Desenvolvemos este artigo do seguinte modo: Na Sec¢@o 2 apresentamos as derivadas
fracionarias de Caputo e Riesz, com algumas de suas propriedades. Na Secao 3, utilizamos
essas derivadas, num problema nao linear de difusao com absorgao. Na Segao 4, aplicamos
na equacao fracionaria solucoes do tipo ondas viajantes. Na Secao 5, mostramos como
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encontrar solucoes analiticas para o problema fracionario. Na Secao 6, apresentamos
algumas dessas solucoes, inclusive para o caso de ordem inteira. Na Secao 7, analisamos
graficamente os resultados obtidos. Na Secao 8, fazemos as nossas conclusoes.

2 Derivadas Fracionarias

2.1 Derivada fracionaria de Caputo

De acordo com [1], M. Caputo apresenta em seu livro [2], uma derivada fracionéria
baseada na derivada de Riemann-Liouville. Com sua definigdo, resolvemos problemas

fracionarios com condicGes iniciais de ordem inteira 4.

Definicao 2.1. Sejam o numero real 5 > 0 e o inteiron > 0, comn—1 < < n a
derivada fraciondria de Caputo de ordem [ é:

LM
1/3)/0( dr, n—-1<p<n,

I'(n— t — T)ﬁ+1—n ’

oD} f(t) =

dTl/
dtm (t)a ﬁ =n,
Teorema 2.1. Seja f(t) =t7, com v > 0, entdo temos a sequinte rela¢ao:

Dl = 1T
Ot T Ty +1-p8)

y>n (2)

Para f(t) = 1, temos que thB 1 =0, em consonancia com a derivada de ordem inteira,
0 que nao ocorre em relacao a derivada de Riemann-Liouville.
2.2 Derivada fracionaria de Riesz

Definicao 2.2. A derivada fraciondria de Ries?® de ordem a, com 0 < a <2 ea #1 é:

 DYf(@)+ D f(a)
2cos (arm/2)

Ry f(x) = (3)

onde D¢ f(x) sdo as derivadas fracionarias de Weyl definidas em [1].

Teorema 2.2. Seja h(z) = |z|7®71, com 1 < a < 2. Podemos escrever a derivada
fraciondria de Riesz de ordem o, por um produto de convolug¢do de Fourier:

1

RS f(z) = do(f x h)(z), com da:_ZI‘(—a)cos(o‘—Q’T)

(4)

4Antes, eram utilizadas condicdes iniciais fraciondrias nos modelos fracionérios, o que no era bem
aceito nos problemas fisicos.
°Esta derivada também é definida pela transformada de Fourier.
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3
Demonstracio:
R(0) = 5oty [y | = O 100 + s [ (6= sleg
- s | oo e [T o]
T2 Oj)lcos (<) CZ; /_O; o = €Ok = 5p oz_)lcos (%) /_Z j:;':” %
- e (_az;)) [ e = €3 | le-ertesaen

3 Difusao fracionaria com absorcao

Investigamos um modelo fraciondrio nao linear de difusao com absorcao, com deriva-
das fracionarias de Caputo e de Riesz, em relagdo ao tempo e espago, respectivamente. A
primeira como derivada temporal é devido sua definigdo no semieixo real e relagdo com
a transformada de Laplace, onde obtemos varias propriedades, inclusive que as condigoes
iniciais associadas sao de ordem inteira. A segunda, definida no eixo real, tem suas propri-
edades relacionadas a transformada de Fourier, justificando uso como derivada espacial.

cDPu(z,t) = Rou™(x,t) — uP(z,t), (5)

emque 0< <1, 1<a<2,n>1epeR. Podemos observar que o termo absorvente
¢ dado por uma poténcia da fungdo u(z,t). Analisamos os fenomenos ondulatérios deste
modelo, através de solucoes do tipo ondas viajantes.

4 Ondas viajantes

Solugdes do tipo ondas viajantes sao da forma g(z — ct), onde ¢ é a velocidade de
onda. Ainda, consideramos a propriedade de escala em relacdo & varidavel x, ou seja,
g(z —ct) = 2% (1 — c¢L). Definimos uma solugao para equagio (5) por:

t

u(z,t) =2U(n), n=1- s (6)

onde a é um parametro a ser determinado.
Substituimos a equagao (6), no primeiro membro da equagao (5):

oDPu(a,t) = oDP [waU (1 _ ci)] _ % /j(n )BT e, (7)

Usamos o Teorema 2.2 no célculo da derivada de Riesz para equagao (6):

RSu"(x,t) = RS [ﬂs‘mU” (1 - ct>} =
x

= da[l + (=1)7 ™7 (1 = p)tFon /j(n = )71 = )T U (@)d (). (8)
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Quando substituimos as equagoes (6), (7) e (8) na equagao (5), obtemos uma equagao:

—e)BgaB [l
n

1
= a1 (<) =) [ ) )T ) d() + 0 )
n

Impomos que equagao (9) seja invariante, em relagao a varidvel x:

a—f=an—«a=ap. (10)
Obtemos uma equagao integral:
(_C)B ! _ N\Brr vdo =
el UG
1
= dalt (<D= [0 )T () + U ) (1)
n

5 Solugao analitica

Nesta se¢ao, afim de resolvermos a equagao (11), vamos procurar uma solugao do tipo
monotonica, conhecida como frente de onda, com propagacao finita, ou seja, uma onda
descrita por um monoémio propagando em um dos semieixos de z e anulando na origem ©:

_ Ank, n <0
v ={ 4 % (12)

Substituindo a equagao (12) na equagao (11), encontramos a seguinte expressao:

(A TA4R) , oy

I'l+k-p)

= do[L 4 (~1) A

1tan (CDT(=)L(A + kn)
I'l —a+kn)

x (1 —n) oF1(1 —a+an, 1+ kn;1 — o+ kn;n) + APp*. (13)

Para equacgao (13) ser invariante em relagao a varidvel 7, devemos ter:
k=a, (14)
fornecendo a equacao algébrica:

(—c)’T(1 + k) gl-p P (—tam/2) (1 + kn)
F1+4+k—-p5) I'l—a+kn)

SEm alguns casos, a propagacio de onda no outro semieixo & é obtida por reflexéo.

AP 1= (15)
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6 Casos particulares

6.1 Solugoes estacionarias:

Consideramos a velocidade de propagagao da onda ¢ = 0 e obtemos da equagao (15):

1
(_ exp(ionr/2)1“(1fa+kn)>n7—p xﬁ z <0
Y

u(z,t) = T(1+kn) (16)
0, x>0
A solucao da equacdo classica é obtida, quando aplicamos os limites 8 — 1 e a — 2:
(np)? 1,
n—p n—p n—op
U($, t) = |:2n(n+p):| X P ) T < O , (17)
0, z >0
que corresponde a soluc¢ao apresentada por M. A. Herrero e J. L. Vazquez em [10].
6.2 Cason+p=2:
Neste caso, a equagao (15) fica:
—c)PT(1 n— —iam/2)T(1
(—e)PI( —i—k)ATp_eXp( iarm/2)T( +kn)An_p_1:0 (18)
I(l+k—p) T(1—a+kn)
Fazendo © = A%, temos:
_exp (—iar/2) (1 +kn) o (=3P (1 + k) _1-o. (19)

(1 —a+ kn) L(1+k-p)

A solucdo da equacdo classica © é obtida, quando aplicamos os limites 8 — 1 e a@ — 2
na equacao (19) e substituimos o resultado na equacao (12).

1
(n—l)(c+\/02-‘,-74n) n-1
u(x,t) — - o (IE — Ct) , o< ct (20)

0, x> ct

7 Graficos

Na Figura 1, apresentamos os graficos de u(x,t), com a variavel = fixa. Do mesmo
modo, na Figura 2, temos os graficos de u(z,t), com a varidvel t fixa. Nestas duas figuras,
os valores dos parametros 3 e o aparecem associados nas respectivas curvas. Nas Figuras 3
e 4 mostramos os graficos de u(z,t), considerando —1 < x < 0e 0 < t < 50 e 0s parametros
(B,a) = (1,2) e (B,a) = (0.8,1.6), respectivamente®. Assim, podemos observar como os

"Maiores detalhes do caso de ordem inteira podem ser vistos em [8].
8Nos casos fraciondrios, apresentamos os graficos do médulo de u(z,t), pois estamos interessados na
magnitude da funcao.
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efeitos de memoria influenciam na desaceleragao de u(x,t). Eles diminuem & medida que
os parametros § e « se aproximam dos respectivos valores inteiros 1 e 2, recuperando
a solugao classica. Fixamos os valores da velocidade de onda ¢ = 0.3 e n = 6 para
construirmos todos os graficos. Eles representam casos particulares das solucoes descritas
pela Subsecgao 6.2, ou seja, satisfazem a equacao (19) e a relagdo n+p = 2.

0 1 2 " 3 4 5 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 o
—B=1,x=2 B=0.9, x=1.8 P— S YT R P=00 o138
—-— B=0.8, x=1.6 — — B=0.7, «=1.4 —-—-B=0.8, x=1.6 — — B=0.7, x=1.4
Figura 1: u(z,t) com z fixo. Figura 2: u(z,t) com t fixo.

Figura 3: u(z,t) com (8,a) = (1,2). Figura 4: u(z,t) com (8, «) = (0.8,1.6).

8 Conclusoes

Ao estudarmos o modelo de difusao com absorcao, utilizando as derivadas fracionarias
de Caputo e Riesz, buscamos uma forma de investigar os efeitos de meméria nesse fendmeno.
Estes tem sido observados em diversos problemas difusivos, especificamente, os anomalos.
Destacamos que o Teorema 2.2 é uma ferramenta fundamental no desenvolvimento deste
trabalho, pois nos possibilita calcularmos a derivada fracionaria de Riesz, podemos encon-
trar um resultado similar em [9]. Acrescentamos ainda, que as solugoes encontradas sao
crescentes, ilimitadas e se aproximam de zero para |x| — 0 e t — 0. Nos casos particulares
da Subsecgao 6.2, devido ao fato de n + p = 2, obtemos uma relagdo adicional a = 23,
ou seja, a solucao satisfaz a condicao n + p = 2 se, e somente se, a é o dobro de 3, esta
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condicao é obtida da equagao (10). Portanto, uma continuacao natural do nosso artigo
seria investigar as solugoes fraciondrias que nao satisfazem essa condigao, isto é, n+p # 2.
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