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Resumo O célculo de ordem nao inteira, também conhecido como célculo fracionério, pode
ser visto como uma generalizacao da integragao e diferenciacao ordindarias, isto €, a passagem
da ordem inteira para a nao inteira ou até mesmo complexa. Vamos nos concentrar na
formulacao de Caputo-Hadamard, recentemente introduzida. Apresentaremos sua definigao
e algumas de suas propriedades, bem como o teorema fundamental do cédlculo fracionério
a ela associado. Como aplicacao, obtemos a solucao de uma particular equacao diferencial
fraciondria.
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1 Introducao

O célculo fracionario (CF) nome popularizado para célculo integral e diferencial de
ordem nao inteira é da mesma época que o cédlculo integral e diferencial conforme pro-
posto, independentemente, por Newton e Leibniz. E costume mencionarmos uma corres-
pondéncia trocada por Leibniz e I’'Hopital datada do ano de 1695, como sendo o possivel
inicio do que viria a se constituir na futura teoria. Nesta correspondéncia I’Hopital questi-
onava Leibniz sobre a derivada de ordem nao inteira, em particular, a derivada de ordem
meio. Leibniz responde em tom profético, que isto ainda viria a gerar uma longa série de
estudos e pesquisas [1,5].

Existem maneiras distintas de introduzir o conceito de integrais e derivadas fracionarias,
porém nao necessariamente estas coincidem [6]. Introduzimos as integrais e derivadas fra-
ciondrias segundo Hadamard [4] e uma modificagdo para estas derivadas dando assim
origem as derivadas de Caputo-Hadamard [3].

Neste trabalho, primeiramente, apresentamos as integrais e derivadas fraciondrias no
sentido de Hadamard. Na secao 2 introduzimos as integrais e derivadas no sentido de
Caputo-Hadamard a fim de discutir algumas propriedades, em particular, um similar
teorema fundamental do calculo fracionario para estas integrais e derivadas.

Apresentamos, a seguir, a definicdo das integrais e derivadas de ordem nao inteira
propostas por Hadamard.
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Definigao 1.1 (Integrais fracionarias segundo Hadamard). Sejam (a,b) (0 < a <b < o0)
um intervalo limitado ou ilimitado de R* e Re(a) > 0. As integrais fraciondrias de
Hadamard de ordem o € C, a esquerda e a direita, sao definidas, respectivamente, por

Tarep(x) = r(la) /: (ln E)a_l o0, a<a<b (1)

t t’

T () = F(la) /: (mi)m go(t)%, a<z<b ()

Definigao 1.2 (Derivadas fracionérias segundo Hadamard). As derivadas fraciondrias
de Hadamard de ordem o € C, onde Re(a) > 0 em (a,b), a < x < b, sao definidas, a
esquerda e a direita, respectivamente, por

Devple) = " e) = (o5 ) toomar [ @50 @

n—uo t t
pp o) =0T ew) = () o [ (08) 0% @

onde [Re(«)] € a parte inteira de Re(a) e n = [Re(a)] + 1.

A fim de deixar o trabalho autoconsistente, apresentamos o lema a seguir que sera
utilizado na demonstracao do teorema fundamental do calculo fracionéario associado as
integrais e derivadas fracionarias no sentido de Caputo-Hadamard.

Lema 1.1 (Propriedade de semigrupo das integrais e derivadas fracionérias segundo Ha-
damard). Sejam «, 8 € C tais que Re(a) > Re(B) > 0

(i) Se0<a<b<ooel<p<oo, entdo para p(z) € LP(a,b),

D IS () =T Pp(x) e D) Ifelx) =T e(); (5)

(ii)
To Tl o(x) = TetPo(x) e TETL o) = TSP e(). (6)

2 Derivada fracionaria no sentido de Caputo-Hadamard

A seguir, apresentamos a defini¢cao da derivada de ordem nao inteira segundo Caputo-
Hadamard, a qual surgiu através de uma modificacdo na derivada fracionédria conforme
proposta por Hadamard [2,3]. No decorrer deste trabalho, consideraremos o conjunto
Ny = {0,1,2,...} e ACJa,b] o espaco de fungoes absolutamente continuas no intervalo
[a, b].
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Definigao 2.1 (Derivada fraciondria segundo Caputo-Hadamard). Sejam Re(a) > 0,
n = [Re(a)] +1 e p € AC}[a,b], 0 < a < b < co. Entdo, “D p(x) e “DY p(z) existem
em [a,b] e sao definidas, a esquerda e a direita, respectivamente, por

n—1 ¢p. a €T
CDS#P(@ = Dgy |p(z) — Z d S/z'( ) (ln a)k] v
k=0
. n—1, \kck F
Dy () = Df [so@) DIELKA <ln 2') ] | :
k=0

onde AC}a,b] = {¢ : [a,b] = C : 6" p(x) € AC[a,b],d = xL}. Em particular, se
0 < Re(a) < 1, temos
‘D p(x) = Dgyp(a) — Dgypla), (9)

“Di_p(z) = Di_p(z) — Dy_p(b). (10)
3 Propriedades e teorema fundamental do calculo fracionario

para as derivadas fracionarias segundo Caputo-Hadamard

Algumas propriedades da derivada fraciondria de Caputo-Hadamard sao apresentadas
bem como o teorema fundamental do calculo fracionario a ela associado.

Proposigao 3.1. Se Re(a) > 0, Re(f) > 0, 0 < a < b < 00, entdo, temos que

0 7 (00" = ) R,

@ o8 |(02) ] = (G @) e s

Se 8=k +1, temos que
Cra z\F
Da+<lna) —0, k=0,1,...n—1 (11)
Em particular,
“pa1=0. (12)

O teorema a seguir mostra uma outra forma de escrever a derivada de ordem nao
inteira segundo Caputo-Hadamard.

Teorema 3.1. Seja R(a) >0, n = [R(a)]+1 e p(x) € ACF[a,b], 0 < a < b < co. Entdo,
CD&_@(x) e CDg‘fgp(m) existem em [a,b] e
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4
(i) se a ¢ Ny
D, p(z) = F(nl—a) /a ' (ln %)MH 5%(15)% — T (), (13)
n T n—a—1
Do) = pon [ (E) O = (el ()
(ii) se « =n € Ny,
“Dgp(z) = 8"p(), “Di_p(z) = (-1)"0"p(a). (15)
Em particular,
“Dpp(a) = “Dy_p(x) = p(x). (16)

Demonstracdo. Para demonstrar a primeira parte deste teorema devemos admitir, na
definicao da derivada de Hadamard & esquerda, Eq.(3), que a funcao ¢(t) serda dada pela
Eq.(7). Assim, devemos integrar por partes, considerando

u=(t) — ”z_: #*la) <ln t>k e dv = (ln %)n_a_l dt (17)

1
k! a t
k=0

e, logo apds derivar. Desta forma, obteremos uma expressao a qual deveremos integrar,
por partes, novamente, considerando o mesmo dv e também deriva-la. Fazendo isto n
vezes, segue o resultado. O

Apos apresentar os operadores de integracao e diferenciagao fracionarios no sentido
de Caputo-Hadamard, vamos enunciar e demonstrar o teorema fundamental do cédlculo
fraciondrio associado a estes operadores [2,3]. Para tanto, consideremos o operador de
integracao segundo Hadamard e o operador de diferenciagao segundo Caputo-Hadamard.
Este teorema sera utilizado para obter a solucao de uma equacao diferencial fracionaria.

Teorema 3.2 (Teorema Fundamental do Calculo Fracionario). Sejam o € C com Re(a) >
0, n =[Re(a)] +1 e p(x) € AC}[a,b], 0 < a < b < 0.

(i) Se @(x) = T2 ¢(x) ou ®(x) = T p(x), Yo € [a,b], entdo
“Dg () = p(2), Dy d(x) = (). (18)
(i)

Ty (DG )@ (x) = (b) — ®(a), Ty (CDF)2(x) = @(a) — @(0).  (19)
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Demonstragao. (i) A partir do lema 2.4 em [3] podemos notar que, as integrais fracionérias
propostas por Hardamard e as derivadas fracionarias no sentido de Caputo-Hadamard sao
operadores inversos, isto é,

(ODg, T ) e(x) = () e (DT )p(z) = p(). (20)

Assim, se ®(x) = T2 o(x) ou ®(x) = J* ¢(x), obtemos, imediatamente, as expressoes
na Eq.(18).

(ii) Utilizando a Eq.(13), podemos escrever

(T2 “Dgy)®(2) = (T Tty 6™ @ (). (21)

Neste caso, utilizamos a primeira equagao de (6), ou seja,

(T De)@(x) = (T54.8") (). (22)

Em particular, se n = 1, temos que

(J2.9De)B(x) = (JL6M)P(x)
1 T dt d
- ) t(tdt> 2(0)
T rd
. \dt

= /< <I>(t)>dt

= ®(z) — (a), (23)
o que implica em

b

T80 = [ (Go00) de =) - o) (24)
A partir do lema 2.5 de [3], temos
a Cha — o = 5/?()0(@) E k
(T2 D2 )p(a) = ¢(a) “C(m2) (25)
k=0

Em particular, se 0 < Re(a) < 1, entdo n = 1 e ®(x) € ACs[a,b] ou ®(z) € Csla, b].
Assim,

T DL, ®(x) = B(x) — D(a). (26)

Segue que, ,J*(“Ds, )®(x) resulta na primeira equacio de (19).
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4 Aplicagao

Nesta secao resolvemos uma equacao diferencial fraciondria através do teorema funda-
mental do cédlculo fraciondrio associado as derivadas segundo Caputo-Hadamard.
Considere o problema de valor inicial fracionario

CDS—&-QO(‘/L‘) =,
(P(a) =0,

onde ¢ e a sao constantes nao nulas, x > 0 e 0 < Re(a) < 1.

Aplicando o operador de integracao fraciondrio a esquerda J; , segundo Hadamard,

na equagao diferencial e utilizando a Eq.(26), temos que

J2ODE, p(x) = Tec
Ple) = ol0) = 5oy - 3 (m=)"

Note que, para calcular J¢, ¢ basta admitir § = 1 na Proposicao 3.1, item (i). Segue
que a solucao ¢é dada por

c T\

o) = piay () (27)
Quando ¢ = a = 1, temos como solugao

_ [In(z)]*
PO =Tt ay

A seguir, o gréfico para a solugao (28) com alguns valores de a.

(28)
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Figura 1: Fungao ¢(z) = Ti+a)
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5 Conclusoes

Introduzimos as derivadas fracionérias no sentido de Caputo-Hadamard a fim de de-
monstrar o chamado teorema fundamental do cdlculo fracionario associado a integral e a
derivada de Caputo-Hadamard. Ressaltamos que, num recente trabalho foi discutido o
teorema fundamental do calculo, em sua versao fracionaria, envolvendo as derivadas no
sentido de Riemann-Liouville e no sentido de Caputo [7].

Como aplicacao desse teorema, resolvemos uma simples equacao diferencial fracionaria
envolvendo a derivada de Caputo-Hadamard. Uma continuagao natural deste trabalho é
discutir a solugao de uma equacao diferencial fracionaria onde a funcao de Mittag-Lefller
emerge naturalmente.
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