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Resumo. O estudo de escoamentos em dutos de placas paralelas é fundamental em vérias
areas de engenharia e simulagoes numéricas facilitam sua compreensao. Neste trabalho, as
equagoes regentes dos fluidos sao simuladas pelo SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics),
um método lagrangiano e sem malha cujo interesse tem aumentado nos ultimos anos. O
método é discretizado em particulas que funcionam como estrutura fisica e computacio-
nal, tornando-o extremamente adaptativo, uma vantagem em problemas com deformagoes e
fronteiras livres. Devido & popularizacao de simulagGes numéricas em processos industriais,
grandes quantidades de dados sao requeridas, e mesmo com computadores potentes esbarra-
se nas limitacoes de memdria e processador. A Decomposi¢ao Ortogonal Prépria (POD) é
um Método de Reducao de Modelo (MRM) que processa grandes quantidades de dados e
reproduz a solugao com apenas parte destes, feitas as devidas decomposi¢oes na matriz de
dados. A Decomposigdo em Valores Singulares (SVD) é o método POD escolhido para as
decomposicoes e o SPH é acoplado a uma linearizagao do POD. Verificou-se que os métodos
utilizados apresentaram resultados satisfatérios ao serem utilizados simultaneamente e apre-
sentaram fisicamente coerentes para os problemas abordados.

Palavras-chave. SPH, POD, SVD, escoamento de Poiseuille

1 Introducao

Escoamentos laminares de fluidos viscosos incompressiveis e lentos em dutos sao de
grande interesse por aparecerem em processos industriais e bioldgicos. Portanto, solugoes
das equagoes de Navier-Stokes, que descrevem o comportamento de tais fluxos, sao fun-
damentais para um melhor entendimento do problema.

O método SPH, apresentado em [2] para fluxos de gases interestelares, teve sua aplicacao
estendida a outros problemas dindmicos, com as vantagens de incorporar facilmente no-
vos termos fisicos na formulagdo, a simplicidade do tratamento de fronteiras moveis e
deformacoes, além do préprio tratamento computacional.
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Os métodos numéricos sao uma importante ferramenta nos estudos de CFD por reali-
zarem grandes simulacoes. Entretanto, mesmo com o desenvolvimento de novos softwares
e aumento de memdrias, problemas de controle 6timo para EDP’s sao dificeis de tratar
numericamente surgindo a necessidade de novas técnicas. Os MRMs projetam o sistema
dinamico sobre subespacos consistidos de elementos de base com caracteristicas da solugao
esperada, em exemplo de MRM é a Decomposi¢ao Ortogonal Prépria (POD) [1,3].

Portanto, a combinagao do SPH como método sem malha em problemas de CFD aliado
ao POD resulta em algo sinérgico, interessante e inovador.

2 SPH

O SPH ¢ baseado em duas ideias, a primeira é que as propriedades do material em um
ponto sao aproximadas pela média ponderada das propriedades ao seu redor e a segunda é
que o meio continuo é aproximado por um nimero finito de particulas, que se movimentam
livremente sob interacao mutua e agao de qualquer forca externa.

2.1 Representacao integral

A representacdo integral de uma funcio f: Q C R? — R bem definida e continua em
() é feita pela convolucao de uma fungao suave W(x —a’, h) chamada funcao de suavizagao
(smoothing function) com f(z'):

f(z) = /Q F@YW (- o, h)da, (1)

onde h é o raio de suavizacdo que define a influéncia de W. Além de suave, W deve ser
positiva, simétrica, decrescente, ter suporte compacto e integral unitaria em seu dominio.
Usando o teorema da divergéncia e a compacidade do suporte de W obtém-se a repre-
sentacao integral de um operador diferencial de f:

Vfi(z)=— /Q f(@ VW (x — 2 h)dz'. (2)

A representagao (2) permite que o gradiente seja determinado a partir do valor da
funcao e do gradiente de W, isto é uma caracteristica similar as formulacdes fracas de
métodos como o MEF.

2.2 Aproximagao por particula de uma fungao

No SPH o sistema é representado por um numero finito de particulas com massa
e volume distribuidas no dominio do problema. A equacao (1) é convertida na forma
discreta de somatdrio sobre as particulas do dominio suporte, o volume infinitesimal dz’
da particula j é substituido pelo volume AV; = %j, sendo m a massa e p a densidade:

Fla) =L f@)Wy 3 Wy =Wz —aj,h), (3)
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onde N é o numero de particulas no dominio da particula i, ou seja, o valor de f na
particula ¢ é aproximado pela média dos valores em todas as particulas 7 do dominio
ponderada pela funcao de suavizacao W.

Analogamente, obteriamos o operador Vf, entretanto este se mostra impreciso por
nao obedecer as propriedades de conservacao do modelo continuo. O operador simétrico
(4) se mostra mais adaptado ao problema e a definicdo matematica.

;o @i — jl| Orij  rij Orij

N
Vii=pi |y my (/{% + j;) ViWi | 5 VW= — o=t (4)

J=1

Como V;W;; é tomado em relagdo a i, o sinal negativo em (2) desaparece. Em (3)
e (4) massa e densidade sao introduzidas, algo conveniente em problemas onde p é uma
variavel de interesse.

2.3 SPH aplicado a dinamica de fluidos

Considerando-se o fluido como um meio continuo e as varidveis de interesse dife-
rencidveis, as equagoes de governabilidade (5) e (7) tomam a forma diferencial, ji que
a forma integral permite a presenca de descontinuidades dentro do volume de controle do
fluido.

A equagao de continuidade (5) diz que a massa no volume de controle do elemento de
fluido permanece inalterada mesmo sob alguma deformacao.

Dp

Dt+pV-u:0, (5)

Um fluido é dito incompressivel quando a densidade nao é afetada pela variagao da
pressao (DD—’Z = 0). Assim (5) reduz-se a V - u = 0, que é apenas uma restricdo do campo
de velocidades e nao uma equagao evolutiva. Aproximamos entdo a densidade em (6)
aplicando p; em (3). A simulagdo torna-se mais lenta por p ser calculado antes dos demais

parametros.

N
pi =Y mWi. (6)
7j=1

A equagdo de momento (7) determina a variacdo do momento de uma particula de
fluido através da soma das forcas de pressao, viscosidade e gravidade encontradas no lado
direito da equacao.

Du 1 -
— =—-Vp+=—Vu+g 7
Di SVt g (7)

Consideraremos apenas —%Vp e (7) fica sob a forma conhecida como a equacao de

Euler. O operador simétrico (4) é usado e calcula-se a pressao pela equacao de estado (8)

introduzida em [8]:

pi = ¢ (pi — po), (8)
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sendo ¢ é a velocidade do som no meio. O objetivo de introduzir a compressibilidade
artificial é produzir a derivada temporal da pressao que, de acordo com [6], o valor da
variacao de densidade 9, deve obedecer a

Ap _lp—pol _ VP

5 =
" o Po c?

2

= M?*, (9)
onde V;, é a velocidade média do fluido e M o numero de Mach. Como ¢ real é muito
grande e M correspondente ¢ muito pequeno, d, é desprezivel. Portanto, para aproximar
um fluido real como um artificialmente compressivel, um valor menor que c real deve ser
utilizado, porém grande o suficiente para que comporte-se como o fluido real.

3 Simulagoes

A derivada temporal em (7) é tratada pelo método de Euler avangado que calcula o
instante seguinte, t+ At, a partir do instante atual t. O integrador € eficiente pois necessita
de apenas dois pontos, assim (7) fica:

P7 P

b1t l A(pi —po) | A(pj — po)
u,=u; + At | — Z m; + VZWZJ . (10)
j=1
Os esquemas explicitos de integracgdo estao sujeitos a condigdo de CFL para estabili-
dade, que estabelece que At deve ser proporcional & menor resolucao espacial da particula,
dada por kh no SPH. A avaliacao do dominio é relacionada as propriedades do material,
caracterizado por c. Em termos matematicos:
Kkh
At < —. (11)
c
A técnica do XSPH foi criada para dar um movimento mais suave as particulas
préximas, ou seja, velocidades quase idénticas para uma porgao do fluido. Em [6], a
velocidade é corrigida pela média das velocidades vizinhas ponderada por uma constante
e € [0,1] da seguinte forma:

N
2m;
u; < u; + EZ J (ui — u]‘)Wij. (12)

P + pj

3.1 Resultados

O fluido foi distribuido em 20 colunas de 40 particulas, como em [4], num tubo 1 x 2.5.
Para todas as particulas tem-se m = 1000, pg = 1000 e velocidade horizontal v = 1, com
excegao das particulas da borda onde u = 0, tais condigbes de contorno configuram um
escoamento de Poiseuille [5]. O raio da particula é dado para que caibam verticalmente
no tubo (R = 0.0125) e h = 2.5R. O tempo inicial é ¢ty = 0, o passo At = 107* e
Npassos = 1000. A funcao W é a fungao B-spline proposta em [7].
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A auséncia de termos dissipativos em (10) causa instabilidades numéricas [5] e os
batch tests iniciais foram feitos para o ajuste de € = 0.3 e ¢ = 1.45, em um escoamento
tranquilo. Devido a auséncia do tratamento de fronteira no tubo, o XSPH funciona como
uma viscosidade artificial. Vale ressaltar que as grandezas envolvidas nao estao no SI.

A evolucao temporal de velocidades da coluna central do fluido é dado na figura 1 en-
quanto seu perfil final é dado na figura 2. O perfil parabdlico do escoamento de Poiseuille
¢é obtido rapidamente, devido as condigoes de contorno e a simetria da pressao no escoa-
mento. O decréscimo de velocidade se deve a suavizagao excessiva do XSPH. O tratamento
de fluido quase-incompressivel mostra-se bem reproduzido ja que 92, 32% < Ap < 104, 95%
que por (9) leva 0.2225 < M < 0.2771, abaixo de 0.3 para um fluxo incompressivel.

0.7
0.6] Lottt o,
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

Figura 2: Perfil final da co-
Figura 1: Superficie de velocidades luna central

3.2 Reproducao SPH via POD

Reproduziu-se o escoamento obtido usando a aproximacao de posto reduzido do método
POD [1]. As velocidades horizontais da coluna central foram armazenadas em uma matriz
Agox1001. Em seguida, a Decomposicdo em Valores Singulares é feita sobre A = UXVH.
O posto de X é 37 e seus valores singulares decrescem rapidamente, o1 ~ 41.25 e og ja
na ordem de 1072. A tabela 1 relaciona a ordem da diferenca das velocidades obtidas via
SPH com as aproximacoes de posto reduzido de acordo com o niimero de valores singulares
utilizados. Para posto 6 a diferenca ja se encontra na ordem de 1073.

Tabela 1: Ordem da diferenga da aproximagao em fungao do ntimero de valores singulares utilizado
Ordem [ 10°! 1072103 [10*[10°] 1051077 [ 107®
Posto 1 4 6 8 9 12 14 17

3.3 POD como extrapolacao para os resultados SPH

Como resultado posterior, extrapolou-se os resultados obtidos com SPH-POD, usando
as k primeiras colunas de A para reproduzir o escoamento. Fazemos uma linearizacao
da reducao de modelo, para obter o vetor de velocidades u;,1 ao longo do canal a partir
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apenas do seu precedente u;, algo semelhante ao método de Euler. Define-se entao o
operador 7' em (13) e obtém-se um método POD linearizado:

T=UxVIDVSUH, (13)

onde D é uma matriz nula com excecao dos elementos unitarios abaixo da diagonal prin-
cipal, isto é, d;;—1 = 1,1 =2,...,M e 3 atua como uma “matriz inversa” de ¥ e seré
definida de acordo com a tolerancia tol estabelecida para os valores singulares de X.

A tabela 2 apresenta o niimero de valores singulares utlizados de acordo com tol para
a inversao dos valores singulares de S

Tabela 2: Numero de valores singulares de acordo com a tolerancia.
tol 101102103107 [10°][10°[10°7 1078
Nimero 6 8 9 12 14 16 17 20

A figura 3 compara os perfis de velocidade e a solucdo gerada em 1. A simulagao
SPH inicial passa entre os picos de oscilagoes da aproximacao extrapolada, o que torna a
linearizagao do POD com D e T' um método coerente de resolugao. A perda de eficiéncia
da linearizacao se deve ao tamanho da matriz de dados decomposta e do tratamento da
posicao de cada particula a cada passo da simulacdo. As extrapolagoes ”explodem” com
tol = 1078 e as diferencas até a metade do desenvolvimento se encontram na ordem de
10! para todas as tolerancias observadas.

Perfil central tol = 0.1 Perfil central tol = 0.01 Perfil central tol = 0.001

0 o.tbs 0.1 0 0.95 0.1 0 o.tbs 0.1
Perfil central tol = 0.0001 Perfil central tol = 1e-05 Perfil central tol = 1e-06

0 o.tbs 0.1 0 0.95 0.1
Perfil central tol = 1e-07 Perfil central tol = 1e-08
200
100 ——POD
)| o N -
—————— SPH
-100 )
0 0.95 0.1

Figura 3: Comparagao: velocidades SPH x velocidades extrapoladas com POD
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4 Conclusoes

Devido a complexidade do tratamento do método POD para equagoes lagrangianas,
decidiu-se linearizé-lo antes de acopla-lo ao SPH para verificar se os resultados mostrariam-
se eficientes e coerentes com os resultados reais e ao final pode-se dizer que sim. Mesmo
linearizado e extrapolado o POD obteve resultados coerentes para as simulacbes com
SPH. Tal linearizagdo cria uma oscilagdo crescente na solugao, tipica do integrador de
Fuler semelhante a linearizacao considerada. Entretanto, os valores intermediarios des-
sas oscilagoes encontram-se préximos aos obtidas com o SPH. Por conta da linearizacao,
esperava-se menos precisao do POD, embora sua acuracia nao fosse tdo afetada pois o
tratamento da equagao de momento é delicado devido aos termos nao-lineares.

A contribuigdo deste trabalho é acoplamento SPH-POD com bons resultados para
a reproducao e resultados satisfatorios para a extrapolagao. Tal juncdo nao tinha sido
encontrada na literatura até entdo. Além disso, foram apresentados batch tests para o
ajuste de parametros do SPH que contribuem para trabalhos que sigam nessa abordagem.
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