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Extensão do processo de Gram-Schmidt e o vetor de

discussão de dependência linear
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No contexto da obtenção de uma base para um subespaço vetorial de dimensão finita, da
discussão da dependência linear de um conjunto finito e enumerável de vetores e da decomposição
de um vetor em uma base de um subespaço vetorial de dimensão finita, é posśıvel obter um processo
de Gram-Schmidt estendido por meio do qual seja posśıvel obter uma base para o espaço vetorial
gerado por um conjunto de vetores finito e enumerável, sendo Linearmente Independente (LI)
ou Linearmente Dependente (LD) [1]. Além disso, a partir da matriz de Gram associada a um
conjunto de vetores {v1, .., vn−1, vn}, é posśıvel derivar um vetor linearmente dependente descrito
conforme a notação de determinantes cujas propriedades são notórias não só para a discussão da
dependência linear do conjunto, mas, sobretudo, para registrar a decomposição de um vetor como
combinação linear de uma base qualquer de forma fechada.

A partir do operador

PGSu =

{
Pu, se u 6= 0

0, se u = 0
,

onde , para v ∈ V , sendo V um espaço de produto interno de dimensão finita:

Puv =

〈
v, u
〉〈

u, u
〉u, (1)

tem-se que o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt pode ser estendido por:

u1 = v1, (2)

u2 = v2 − PGSu1
v2, (3)

...

uk = vk −
k−1∑
i=1

PGSui
vk, (4)

...

un = vn −
n−1∑
i=1

PGSui
vn . (5)
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Se span(v1, ..., vk) é um subespaço vetorial não nulo, então a sua base pode ser expressa pelo
conjunto ortogonal (w1, ..., wm), que é o maior subconjunto de vetores não nulos de (u1, ..., uk). Se
o subespaço vetorial é nulo, não existe base, por definição [4]. Além disso, defina-se, por abuso de
notação, utilizando-se o mnemônico do determinante:

VG({v1, ..., vn−1, vn}) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈
v1, v1

〉
...

〈
v1, vn−1

〉
v1〈

v2, v1
〉

...
〈
v2, vn−1

〉
v2

...
...

...
...〈

vn, v1
〉

...
〈
vn, vn−1

〉
vn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (6)

Nesse contexto, o vetor VG é uma combinação nula dos vetores {v1, ..., vn−1, vn} se, e somente
se, {v1, ..., vn−1} é LD. Além do mais, VG é nulo se, e somente se, {v1, ..., vn−1, vn} é LD. Dessa
forma, se {v1, ..., vn−1} é uma base para o espaço vetorial no qual vn está contido, o vetor denota
a decomposição de vn na base {v1, ..., vn−1}, sendo ela ortogonal ou não.

Aplicações

A vantagem da técnica consiste em gerar uma base ortogonal para o subespaço gerado por um
conjunto de vetores finito qualquer, não necessariamente uma base. Além disso, objetiva-se não
só unificar o problema da discussão da interdependência linear ao problema da decomposição de
um vetor para uma base não necessariamente ortogonal, como também resolvê-los de forma direta,
sem necessidade de resolução de sistemas lineares, além de denotar a solução anaĺıtica para uma
decomposição vetorial em uma base qualquer.
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