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Filas markovianas de servidor tinico, que sdo representadas na notagao de Kendall por M /M /1,
sao de interesse na engenharia, pois podem ser vistas como um primeiro passo para um processo
mais elaborado de andlise, com modelos de filas mais sofisticados. Uma vez escolhido o modelo
apropriado, a tarefa seguinte é a estimagao estatistica de seus parametros.

O foco deste artigo é apresentar a utilizagao do método de amostragem/reamostragem de
importancia (ou SIR, do inglés sampling/importance resampling), para a estimagao da intensidade
de tréfego em filas M/M/1, ou seja, a fracdo de tempo em que a fila fica ocupada, definida como
a razao entre a taxa de chegada e a taxa de servico.

Suponha que X1, Xo,...,X;, ..., sejam varidveis aleatorias independentes e identicamente dis-
tribuidas, em que X; denota o numero de usudrios no sistema no i-ésimo momento aleatorio de
uma fila M /M /1. Assim, a fungdo de probabilidade no ponto da varidvel aleatéria X; é dada por
P(X =z)=p"(1—-p),z=0,1,2,..., em que p = \/pu > 0 é a intensidade de tréfego. A funcao
de verossimilhanca, baseada em amostra aleatoria, é dada por:

L(p,x) = p™ (1 = p) x p* (L = p) x -+ x p*"(1 = p) = p(1 = p)", (1)

em que y = Z?zl x;, 0 que produz o seguinte estimador de mdxima verossimilhanga (EMV) para
P ﬁMLE = erLn

O método nao interativo denominado “sampling/importance resampling” (SIR), discutido em
detalhes por Smith and Gelfand [2] e Rubin [1], é utilizado para realiza¢ao de inferéncia Bayesiana
e é descrito de forma breve a seguir.

Uma amostra aleatéria de tamanho k é selecionada da funcao densidade de probabilidade a
priori 7(p| ), em que k > 5.000. Os valores amostrais sao designados como pprior i, =0,1,..., k.
Uma funcao peso W;,7 = 0,1, ..., k, é calculada para cada ponto pprior,s, em que W; é proporcional a
funcao de verossimilhanca. Por ltimo, uma amostra aleatéria também de tamanho k é selecionada
dos valores a priori de pprior,is¢ = 0,1,...,k, com probabilidades proporcionais aos W;. Essa nova
amostra, denominada ppost,i,? = 0,1,..., k, pode ser considerada como proveniente da distribuigao
a posteriori de p e pode ser utilizada para e estimativa bayesiana para p via SIR, conforme a seguir.

k
Zi:l Ppost,i ) (2)

n

ﬁSIR =

Os experimentos computacionais apresentados objetivam comparar, via simulagao Monte Carlo
e utilizando-se a raiz do erro quadratico médio, a efetividade do método SIR em relacao ao MVE,
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quando utilizados para estimar p em uma fila M/M/1, com formas de selecao amostral idénticas.
Para tal, foram utilizados tamanhos amostrais n € {10, 20, 50, 80, 100,200}, com 1000 replicagdes
Monte Carlo. As amostras da quantidade de clientes no sistema foram geradas por uma distribuigao
geométrica com parametro 1 — p. O tamanho gerado da distribuicao a priori de p foi fixado em
k = 5000. Para uma comparagao em situagoes diversas, foram criados trés casos diferentes de
distribuicao a priori: (i) utilizando-se uma distribuigao uniforme; (ii) utilizando-se uma distribuicao
triangular com moda localizada exatamente no valor simulado de p, que é o melhor caso possivel; e
(iii) utilizando-se uma distribuicao triangular com moda localizada em um ponto distante do valor
simulado de p, que é o pior caso possivel.
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Figura 1: Comparagao do desempenho dos métodos SIR e EMV para trés distribuicoes, com n = 50

Para os trés casos, o método SIR apresentou um desempenho superior (um menor erro quadrético
médio) na regido central do espaco paramétrico. Para os casos (i) e (iii) o método EMV se mos-
trou mais eficiente nas fronteiras do espago paramétrico. No caso (ii) o método SIR se mostrou
mais eficiente em todo espaco paramétrico. Deve-se notar, também, que, para um maior tamanho
amostral, (n > 100) os resultados dos dois métodos tendem a apresentar desempenhos equivalentes.

Podemos concluir que o SIR mostra-se, de forma geral, superior ao EMV, para valores de p na
regiao central do espago paramétrico, ou seja, para valores de p préoximos de 0.5. Por outro lado,
o EMV mostra-se melhor nas fronteiras do espago paramétrico, ou seja, para p = 0.1 ou p = 0.9.
Além disso, conforme o tamanho amostral n aumenta, os dois métodos se aproximam e convergem
para o valor simulado.

Podemos observar também que, caso a distribuicao a priori seja feita com um bom conhecimento
prévio de p, o método SIR se mostra superior ao EMV, em todo o espago paramétrico, o que é uma
situagao possivel na prética visto que, em vérios sistemas, os gestores do sistema tém uma ideia
razoavel do valor do p, por meio do conhecimento de quantas pessoas ha em média no sistema.

Futuros trabalhos podem ser feitos utilizando outros métodos de coleta amostral, por exemplo
contando o nimero de chegadas durante o servico do i-ésimo usudario. Além disso, novos trabalhos
podem ser desenvolvidos para estimativas via SIR em outros tipos de filas, p.e., M/M/s e outras.
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