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Existem véarios aspectos relacionados ao estudo de fungoes polinomiais. O processo de encontrar
raizes polinomiais é um dos mais populares. A férmula de Bhaskara é um método famoso e bem
conhecido, entretanto sua aplicagao se resume a polinémios de segundo grau. Dentre os diferentes
métodos inventados discutiremos o “Método das Tartarugas e Raios Laser”.

O primeiro a descrevé-lo desta maneira, em analogia com tartarugas, foi o mateméatico Hull
(2011), porém a autoria pertence ao engenheiro austriaco Eduard Lill que, em 1867, descreve uma
maneira geométrica (e elegante, diga-se de passagem) para se encontrar as raizes reais de um po-
linémio de grau 2 ou superior [3]. Margherita Piazzola Beloch (1936), foi uma matematica italiana
que, na tentativa de resolver equacoes cubicas, introduziu uma operagao conhecida atualmente
como dobradura de Beloch. O golpe de mestre de Beloch foi perceber que o método de Lill, no
caso cibico, é apenas uma aplicacao de seu quadrado de Beloch. Em [1] podemos encontrar mais
detalhes e referéncias sobre este assunto.

Considere uma fungao polinomial qualquer f(z), com grau n, na forma:

f(@) = apa" + an_12"" + - + a1z + ag,

com coeficientes a; € R, i =0,...,n e a, # 0.

O método de Lill consiste em obter geometricamente, caso exista, uma raiz real de f(x), a
partir do tragado de uma poligonal baseada nos coeficientes de f(x).

Para exemplificar o método de Lill, vamos considerar o polinémio f(x) = 4z3 + 422 + 5z + 2.
Nosso objetivo é encontrar uma raiz real de f(x), caso ela exista. Imagine uma tartaruga situada
na origem O do plano cartesiano, olhando na direcao positiva do eixo Oz.

1. A tartaruga caminha uma disténcia igual a |ag|: a partir do ponto O tragamos um segmento
OAs, orientado no sentido positivo do eixo Oz, com comprimento |OAs| = |as| = 4.

2. A partir do ponto As a tartaruga gira 90°, no sentido anti-horério, e caminha uma distancia
igual a |as|: tragamos um segmento vertical AzAs, com comprimento |AszAs| = |ag| = 4.

3. A partir do ponto A5 a tartaruga gira 90°, no sentido anti-horario, e caminha uma distancia
igual a |a;|: tragamos um segmento horizontal Ay Aq, com comprimento |AsAq| = |ai| = 5.

4. A partir do ponto A; a tartaruga gira 90°, no sentido anti-horario, e caminha uma distancia
igual a |ap|: tragamos um segmento vertical A; Ay, com comprimento |41 Ag| = |ag| = 2.

5. A tartaruga finalizou seu percurso. Nos posicionamos no ponto O e “acertamos” a tartaruga
no ponto Ay da seguinte maneira: atiramos com um raio laser que sempre é ricocheteado em
uma parede com um angulo de 90°. O raio deve ricochetear nas “paredes” de comprimentos
laz| e |a1], e acertar a tartaruga no ponto Ap.
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Afirmacgao. Se 0 € o angulo que o nosso raio laser faz com o segmento OAs, entdo x = —tanf
¢ uma raiz de f(x).

A demonstracao deste fato é de facil compreensdo e pode ser encontrada em [2] ou [1]. Na
Figura 1 ilustramos o método de Lill para o exemplo acima.

f(z) =423 + 422 + 52 + 2

r = —tan6

Figura 1: Poligonal de Lill para f(r) = 42 + 42 + 52 + 2. A raiz é x = —tanf.

Nos casos em que algum coeficiente de f(z) é negativo, a tartaruga anda para trés e, nesta
parte do trajeto da tartaruga, consideramos o comprimento “negativo”. Caso algum coeficiente se
anule, a tartaruga gira 90°, mas caminha uma distancia nula.

O método de Lill é incrivel e fica ainda melhor. O trajeto do raio laser ¢ semelhante (no sentido
geométrico) ao trajeto da tartaruga associado ao polindémio obtido de f(z), quando extraimos o
fator (x + tan®). Por exemplo, o polinémio 23 — 7z — 6 = (z — 3)(2? + 3z + 2) possui trés raizes
reais e cada uma corresponde a um angulo 6 diferente para se atirar na tartaruga. Se escolhermos
o angulo que da a raiz x = 3, a trajetoria do raio laser sera uma rotacao dilatada da trajetoria da
tartaruga para o polinomio z2 + 3z + 2.

Com este trabalho percebemos a estreita relacao entre a Algebra e a Geometria. Pretendemos
nos aprofundar um pouco mais nos estudos sobre o método de Lill e as dobraduras de Beloch, com
énfase em suas belissimas aplicagoes.
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