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A genética é a ciência dos genes, da hereditariedade e da variação dos organismos. Estuda a
forma como se transmitem as caracteŕısticas biológicas de geração para geração. A genética de
populações se utiliza de modelos matemáticos para tentar explicar e prever a forma como se dá a
evolução dos genes [2].

Dentre os modelos matemáticos utilizados, se destaca o modelo cont́ınuo de Ohta-Kimura [1,
3, 4]. A dinâmica dos genes na população, segundo este modelo, pode ser aproximada por uma
equação de difusão com constante de difusão D (equação do calor). O conjunto R (conjunto dos
números reais) passa a ser o conjunto dos tipos gênicos.

Neste trabalho estudamos a densidade média dos tipos diferindo de ξ, Ψ1(ξ; t). A equação para
Ψ1(ξ; t), deduzida em [1,3], pode ser descrita da seguinte forma:

∂

∂t
Ψ1(ξ; t) = 2D

∂2

∂ξ2
Ψ1(ξ; t) − γΨ1(ξ; t) + γδ(ξ), (1)

com condição inicial arbitrária Ψ1(ξ; 0) = h(ξ), onde a variável ξ mede a distância entre dois tipos
gênicos, γ é a taxa de amostragem dos genes para a reprodução, δ(ξ) representa a “função delta
de Dirac” e h(ξ) é uma função densidade de probabilidade.

Resolvemos a equação utilizando a transformada de Fourier, definida da seguinte forma:

Ψ̂1(k; t) =

∫ ∞
−∞

Ψ1(ξ; t)eξkidξ (2)

e obtemos

dΨ̂1

dt
= −(2Dω2 + γ)Ψ̂1 + γ, (3)

cuja solução é, no espaço da transformada,

Ψ̂1(k; t) = e−2Dk
2t−γt

[
Ψ̂1(k; 0) +

∫ t

0

e2Dk
2s+γsγds

]
. (4)

Considere a variável aleatória Ξt cuja densidade é Ψ1(ξ; t). Então a função Ψ̂1(k; t) é a função
caracteŕıstica de Ξt e pode ser usada para obter algumas propriedades estat́ısticas da diferença
genética Ξ. A média de Ξt é dada por

E[Ξt] = −i lim
k→0

∂

∂k
Ψ̂1(k; t) = −ie−γt lim

k→0

∂

∂k
Ψ̂1(k; 0) = e−γtE[Ξ0], (5)

1magulourenco50698@gmail.com.
2timoteo@ufsj.edu.br

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 8, n. 1, 2021.

Trabalho apresentado no XL CNMAC, Evento Virtual - Co-organizado pela Universidade do Mato Grosso do Sul (UFMS).

010276-1 © 2021 SBMAC



2

a qual vemos que decai exponencialmente a uma taxa γ, independente da condição inicial Ψ1(ξ; 0).
Assim a média das diferenças genéticas tende a se concentrar em torno de 0 para um tempo longo.
O segundo momento é dado por

E[Ξ2
t ] = − lim

k→0

∂2

∂k2
Ψ̂1(k; t) =

4D

γ
(1 − e−γt) − e−γt lim

k→0

∂2

∂k2
Ψ̂1(k; 0). (6)

Com (5) e (6) podemos calcular a variância de Ξt:

VAR(Ξt) = E[Ξ2
t ] − (E[Ξt])

2

=
4D

γ
(1 − e−γt) − e−γt

{
lim
k→0

∂2

∂k2
Ψ̂1(k; 0)

}
+ e−2γt

[
lim
k→0

∂

∂k
Ψ̂1(k; 0)

]2
.

=
4D

γ
(1 − e−γt) + e−γtVAR(Ξ0) + e−γt(1 − e−γt) (E[Ξ0])

2
.

Aqui, em particular, vemos que quando Ψ(ξ; 0) = δ(ξ) obtemos a expressão para a variância
encontrada em [1].
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