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Resumo. No presente trabalho o problema de propagagao do som em uma mistura bindria
de gases rarefeitos monoatomicos é investigado numericamente com base no modelo de Mc-
Cormack para a equacao de Boltzmann linearizada. A fonte de ondas sonoras é uma placa
plana e infinita que oscila na diregao normal ao seu proprio plano com frequéncia de os-
cilagao arbitraria. As propriedades de equilibrio da mistura gasosa nas proximidades da
placa sao perturbadas devido & propagacao do som. Consequentemente, os desvios das ma-
crocaracteristicas da mistura tais como velocidade, desvios de temperatura e pressao, etc.,
dos respectivos valores no estado de equilibrio sao as quantidades de interesse. O problema
é resolvido via método de velocidades discretas, assumindo-se reflexao difusa das particulas
gasosas na placa oscilatéria. Um potencial de interagao intermolecular realistico, baseado
em dados experimentais para os coeficientes de transporte da mistura, é utilizado. As ampli-
tudes e fases das caracteristicas macroscépicas da mistura Hélio-Xenonio a temperatura de
300 K sao determinadas para um amplo intervalo de parametro de rarefagao, definido como
a razao entre a frequéncia das colisoes intermoleculares e a frequéncia do som. Uma com-
paragao entre os resultados obtidos para a mistura considerada e no limite correspondendo
a um tnico gas é realizada.

Palavras-chave. Propagacao do som, misturas de gases rarefeitos, frequéncia do som
arbitréaria, equagao de Boltzmann, método de velocidades discretas.

1 Introducao

O problema de propagacao do som em gases rarefeitos ¢ um problema cldssico de
dindmica de gases rarefeitos e tem sido investigado a nivel tedrico e experimental por
muitos pesquisadores ao longo dos anos, e.g. [6, 8, 5, 2, 12, 18, 7, 4]. O interesse no
estudo da propagacao do som em gases rarefeitos é motivado pelo fato de que a teoria
classica de propagacao do som em gases, a qual é baseada nas equagoes da mecanica dos
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meios continuos, é valida somente nas situagoes em que (i) a frequéncia do som é muito
menor que a frequéncia das colisdes intermoleculares e (ii) o comprimento caracteristico
do sistema gasoso em estudo é muito menor que o livre caminho médio molecular. Se
uma dessas condigoes nao for satisfeita, outras abordagens que levem em consideragao a
natureza molecular do gas devem ser utilizadas para descrever corretamente a propagacao
do som no meio gasoso. Atualmente, existem varios exemplos de situagdes nas quais a
teoria cldssica de propagacao do som em gases nao é valida, e.g. MEMS (Micro-Electro-
Mechanical Systems) com partes méveis que podem oscilar, separagdo de gases por ondas
sonoras, termoacustica, etc. Abordagens baseadas na solucdo da equacao de Boltzmann
[3] € no método de simulagao direta de Monte Carlo [1] podem ser utilizadas para descre-
ver a propagacao do som em gases em todo o intervalo de frequéncia do som e nimero de
Knudsen, definido como a razao entre o livre caminho médio molecular e o comprimento
caracteristico do sistema. Nas Refs. [16, 9, 10], o problema de propagagao do som em um
unico gas foi investigado com base no modelo de Shakhov [14] para a equagao de Boltz-
mann e os resultados obtidos mostraram boa concordancia com dados experimentais em
um amplo intervalo de frequéncia do som. Como na préatica misturas de gases sao mais
utilizadas e existem poucos artigos na literatura sobre propagacao do som em misturas, no
presente trabalho uma metodologia similar & utilizada previamente para gas tnico [16, 9]
é usada para investigar a propagacao do som em uma mistura bindria de gases rarefeitos
monoatéomicos. O estudo tem por base o modelo de McCormack [13] para a equagao de
Boltzmann. Um potencial realistico de interagao intermolecular [11], baseado em dados
experimentais para os coeficientes de transporte da mistura, é utilizado. O sistema de
equacoes cinéticas é resolvido numericamente através de um método de velocidades dis-
cretas, com condigoes de contorno estabelecidas pelo uso da lei de interacao gas-superficie
difusa. As amplitudes e as fases de todas as caracteristicas macroscopicas da mistura
Hélio-Xenonio sdo determinadas para um amplo intervalo de frequéncia do som e vérios
valores de concentracao da mistura considerada. Uma comparacao com os resultados ob-
tidos no limite de géds tunico é feita para averiguar as peculiaridades inerentes a mistura
2asosa.

2 Formulacao do problema

Considera-se uma mistura bindria de gases monoatémicos no espaco semi-infinito z’ >
0. A fonte de ondas sonoras é uma placa plana e infinita, localizada em 2’=0, que oscila
harmonicamente na diregdo 2’ normal ao seu préprio plano (plano y'2’) com frequéncia w.
A velocidade da placa depende do tempo e é escrita como

Uw(t) = 8?[Uvm exXp (_th)]v (1)

onde R denota a parte real da quantidade complexa, ¢ é a unidade imaginéria e U,,
é a amplitude da velocidade da placa. Assume-se que U, < v,,, onde v,, denota a
velocidade mais provavel das particulas gasosas. A concentracao da mistura é definida
como Cy = ng1/(no1 +ng2), onde as quantidades parciais ng; e ng2 denotam as densidades
de nimero de particulas de cada espécie no estado de equilibrio da mistura.
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A oscilagao da placa induz ondas sonoras que se propagam na mistura gasosa e afetam
as propriedades de equilibrio da mesma tais como pressao, temperatura, etc. O fluxo de
gas induzido pela propagacao do som na mistura é considerado como totalmente estabe-
lecido e, consequentemente, todas as grandezas macroscépicas que caracterizam o com-
portamento da mistura sao consideradas harmonicas no tempo. A adimensionalizacao das
grandezas macroscépicas da mistura, assim como a notacao utilizada no presente trabalho,
é a mesma utilizada na Ref. [16] para gds tnico. Porém, é importante notar que todas
as grandezas macroscopicas da mistura estao associadas a grandezas parciais referentes a
cada constituinte da mistura, conforme mostrado na Ref. [15].

O regime de propagagao do som na mistura gasosa é determinado através de um
parametro de oscilagao, 6, definido como a razao entre a frequéncia das colisdbes moleculares
e a frequéncia do som. A teoria cldssica de propagacao do som em gases é vélida somente
quando 0 > 1. As situacoes em que 0 < 1 e § ~ 1 correspondem, respectivamente, aos
regimes de moléculas livres e transicdo. A metodologia utilizada no presente trabalho é
valida em todos os regimes de oscilacao.

3 Equacoes cinéticas para os constituintes da mistura

A condic¢ao U,, < v, permite linearizar a equagao de Boltzmann nas proximidades do
estado de equilibrio, o qual é caracterizado pela funcao de distribuicao Maxwelliana. Para
isso, a funcao de distribuicao das velocidades moleculares de cada constituinte da mistura
é escrita como

falt,2',v) = fy 1+ %[ha(wl,v)e_iwt]% , a=1,2, (2)

Um,

onde fM denota a funcio Maxwelliana e h, é chamada de fungdo perturbacao do consti-
tuinte o da mistura.

Substituindo a representagao (2) na equagao nao-estacionéria de Boltzmann, e adi-
mensionalizando a coordenada z’ e a velocidade molecular v, do mesmo modo que na
Ref. [16], a seguinte equagao cinética é obtida para o constituinte o da mistura:

2
m Ohyg, 1 -
—ihg + | —Cag—2 = =S Lagh.
ihe + s g %Zzl 3 (3)

Nas nossas notacoes, o operador linearizado de colisoes moleculares L,g proposto por
McCormack é escrito da seguinte forma:

(2)
. m 1 v m
Lop = —Yapha +Yapla +2y/ [’Yaﬁua ~ Vo (o — ug) — %ﬁ (qa N —;qﬁﬂ cor

a 3
+ [’YaﬁTa - 2mm—;(7'a - TB)VSQ)} <ci - 5) +2[(Vap — Vsza))nam + Vglﬁ)nﬁm]
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5 5 D

4 éﬁ)( - uﬁ):| Cax <ca - 5) ;=12 (4)
onde m,3 é massa reduzida da mistura e as quantidades l/gg dependem do modelo de
potencial de interacao intermolecular. Os momentos adimensionais que aparecem no ope-
rador de colisdes sao escritos em termos da funcao perturbacao h, do seguinte modo:

oa(x) = # /ha(x,c) exp (—ci) deg, (5)

Uq () 7r3/2” /caz oz, ) exp (—c2)dea, (6)

To(z) = 3713/2 / <ca — 5) ha(x,c)exp (—c¢ )dca, (7)

da(2) Wg/z\/i/cm < . —> hal(@, ¢) exp (—c2) dea, (8)

1
2 _ 12 2
Mypr(z) = 713/2/<cax 3ca> ha(z,c)exp (—c) deg. 9)

Esses momentos parciais correspondem, respectivamente, ao desvio de densidade, veloci-
dade hidrodinamica, desvio de temperatura, fluxo de calor e deviante do tensor pressao
na direcao de propagacao do som para o constituinte o da mistura. As relagoes entre os
momentos dos constituintes e da mistura podem ser encontradas na Ref. [15].

Espalhamento difuso na interface gas-sélido é assumido e, consequentemente, a seguinte
condicao de contorno na fonte sonora é obtida:

ha(0,¢0) = 24/ —Coz + Voo, Cozx >0, a=1,2. (10)
\/ m

A constante vy, é obtida via condicao de impenetrabilidade na parede.

4 Método de solucao

Primeiramente, um método de redugao de varidveis é aplicado a fim de eliminar as com-
ponentes cqy € Co. da velocidade molecular adimensional que aparecem na Eq. (3). Para
isso, duas novas funcgoes de distribuigao para o constituinte o da mistura sao introduzidas:

O, (z,cp) = /h z,¢)exp (—ca, — c2,) degydeas, (11)

1
Vo(z,cp) = - /(ciy + 2, — 1)ho(x, c)exp (—ciy —c2,)degydeq.. (12)

Assim, a equagao cinética (3) é reescrita em termos de @, e também em termos de ¥,
ou seja, duas novas equagoes sao obtidas para o constituinte o da mistura. Os momentos
dados em (5)-(9) e a condi¢ao de contorno (10) também sao reescritos em termos dessas
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novas funcoes. Assim, apesar de aumentar o niumero de equagoes cinéticas, o numero de
variaveis no espago de velocidade molecular é reduzido e isso acarreta uma diminuicao no
esfor¢go computacional necessario nos calculos. Conforme mostrado na Ref. [17], nesse tipo
de problema a funcao de distribuicao tem um perfil oscilatério na velocidade molecular.
Consequentemente, um grande nimero de pontos no espaco de velocidade ¢, é necesséario
para atingir uma boa precisao nos calculos numéricos. Visando diminuir o niimero de
pontos para a velocidade ¢, e assim otimizar os codigos numéricos, um método de divisao
da funcao de distribuicao é utilizado. Detalhes do método podem ser encontrados nas Refs.
[16, 9] referentes a propagacao do som em um tnico gas. O sistema de equagdes cinéticas
resultante é resolvido através de um método de velocidades discretas com precisao de 0.1%
estimada pela variacao dos parametros de malha.
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Figura 1: Amplitude Aq e fase ¢ da diferenca de pressao devida a propagacao do som
na mistura He-Xe a temperatura de 300 K versus distancia x.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0261 010261-5 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0261

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

5 Resultados

A Figura 1 mostra os perfis da amplitude e da fase da diferenga de pressao II(x) da
mistura Hélio-Xenonio. A coordenada adimensional z=wx’/v;,, onde v, /w corresponde
a distancia média percorrida pelas moléculas em um ciclo da oscilagdo. A razao entre
as massas dos constituintes da mistura é 32,804 e a temperatura considerada é 300 K. E
importante mencionar que a diferenca de pressao é a unica grandeza medida experimen-
talmente. Trés valores de concentracao C( foram considerados, assim como trés valores
para o parametro de oscilacao 0, os quais correspondem aos regimes de moléculas livres,
transicao e hidrodinamico. Os perfis da amplitude e fase da diferenca de pressao em um
unico gas, correspondendo aos limites Cy — 0 ou Cy — 1, também sao mostrados.

Dessa figura podemos observar que existe um desvio significativo da amplitude e fase
da diferenca de pressao em relagado aos perfis obtidos para um tunico gas. Em algumas
situacoes até mesmo o perfil qualitativo é totalmente diferente do perfil para um tnico
gés. Isso ocorre devido a diferenca entre as massas dos constituintes da mistura, ou seja,
quanto maior a razao entre as massas dos constituintes da mistura, maior o desvio das
macrocaracteristicas da mistura em relacao aos valores para um unico gds. Além disso,
esse comportamento também se deve a concentracao da mistura de modo que, quanto
maior a concentracao do constituinte mais leve, maior o desvio observado em relacao a
um tnico gas.

6 Conclusao

Os resultados mostram que os desvios das caracteristicas de equilibrio da mistura de-
vido & propagacao do som diferem significativamente dos resultados obtidos para géas uinico.
Os desvios dependem da mistura considerada e da concentracao dos seus constituintes. De
fato, os desvios estao associados aos fenomenos de transporte em misturas gasosas sujeitas
a gradientes de pressao, temperatura e concentracao, e.g. difusao e termo-difusao.

Referéncias

[1] G. A. Bird. Molecular Gas Dynamics and the Direct Simulation of Gas Flows. Oxford
University Press, Oxford, 1994.

[2] J. R. Bowler and E. A. Johnson. Anomalous sound propagation and mode degeneracy
in noble gas mixtures. Proc. Royal Society London Series A Math. Phys. Sci., 408:79—
101, 1986.

[3] C. Cercignani. The Boltzmann Equation and its Application. Springer-Verlag, New
York, 1988.

[4] A.S. Fernandes and W. Marques. Sound propagation in binary gas mixtures from a
kinetic model of the Boltzmann equation. Physica A, 332:29-46, 2004.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0261 010261-6 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0261

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

[5] J. D. Foch, G. E. Uhlenbeck, and M. F. Losa. Theory of sound propagation in
mixtures of monatomic gases. Phys. Fluid, 15:1224, 1972.

[6] M. Greenspan. Propagation of sound in five monatomic gases. J. Acoust. Soc. Am.,
28:644-648, 1956.

[7] N. G. Hadjiconstantinou and O. Simek. Sound propagation at small scales under
continuum and non-continuum transport. J. Fluid Mech., 488:399-408, 2003.

[8] D. Kahn. Sound propagation in rarefied gases. Phys. Fluids, 9(9):1867-1869, 1966.

9] D. Kalempa and F. Sharipov. Sound propagation through a rarefied gas confined
between source and receptor at arbitrary Knudsen number and sound frequency.
Phys. Fluids, 21:103601.1-14, 2009.

[10] D. Kalempa and F. Sharipov. Sound propagation through a rarefied gas. Influence of
the gas-surface interaction. Int. J. Heat and Fluid Flow, 30:190-199, 2012.

[11] J. Kestin, K. Knierim, E. A. Mason, B. Najafi, S. T. Ro, and M. Waldman. Equili-
brium and transport properties of the noble gases and their mixture at low densities.
J. Phys. Chem. Ref. Data, 13(1):229-303, 1984.

[12] W. Marques Jr. Dispersion and absorption of sound in monatomic gases: An extended
kinetic description. J. Acoust. Soc. Am., 106(6):3282-3288, 1999.

[13] F. J. McCormack. Construction of linearized kinetic models for gaseous mixture and
molecular gases. Phys. Fluids, 16:2095-2105, 1973.

[14] E. M. Shakhov. Generalization of the Krook kinetic relaxation equation. Fluid Dy-
namics, 3(5):95-96, 1968.

[15] F. Sharipov and D. Kalempa. Gaseous mixture flow through a long tube at arbitrary
Knudsen number. J. Vac. Sci. Technol. A, 20(3):814-822, 2002.

[16] F. Sharipov and D. Kalempa. Numerical modelling of the sound propagation through
a rarefied gas in a semi-infinite space on the basis of linearized kinetic equation. J.
Acoust. Soc. Am., 124(4):1993-2001, 2008.

[17] F. Sharipov and D. Kalempa. Oscillatory Couette flow at arbitrary oscillation fre-
quency over the whole range of the Knudsen number. Microfluidics and Nanofluidics,
4(5):363-374, 2008.

[18] F. Sharipov, W. Marques Jr, and G. M. Kremer. Free molecular sound propagation.
J. Acoust. Soc. Am., 112(2):395-401, 2002.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0261 010261-7 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0261

