Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 8, n. 1, 2021.

Trabalho apresentado no XL CNMAC, Evento Virtual - Co-organizado pela Universidade do Mato Grosso do Sul (UFMS).

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Teorema da amostragem na reconstrucao de sinais de tempo
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O teorema da amostragem fornece as condic¢oes suficientes para a reconstrugdo adequada de
um sinal de tempo continuo a partir de suas amostras tomadas uniformemente a uma dada taxa
de amostragem. Ele desempenha um papel importante na transicao de sinais de tempo continuo
para sinais de tempo discreto, como ocorre no contexto de modulagao de pulso em sistemas de
comunicacao digital [1,2]. Tendo em vista a sua importéancia, o propésito desta discusséao é descrevé-
lo matematicamente e apresentar um exemplo simples de aplicagao.

Seja g(t) € L'(R) N L?*(R), em que L'(R) e L?(R) sao os espagos das fungdes absolutamente
integréveis e de energia finita, respectivamente. Suponha que o espectro de g¢(t) seja limitado
em banda a W Hz, isto é, que G(f) = 0 para |f| > W, em que G(f) é a sua transformada de
Fourier continua. Entao, amostrando este sinal com um periodo de amostragem T, obtém-se uma
sequéncia infinita de amostras uniformes {g(nTs)}, em que n € Z. Seja III7, uma fungao periddica
de periodo T definida por

o0
]—HTS (t) = Z 6(t - nTs)’ (1)
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em que  denota a func@o delta de Dirac. A funcéo Iy, é um trem de impulsos periddico que
recebe o nome de funcao de amostragem. Utilizando a propriedade da transformada de Fourier
para sinais periédicos, verifica-se que a transformada de Fourier da equagao (1) é dada por
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em que fs = 1/Ts é a taxa de amostragem. Seja gs(t) o sinal obtido como resultado do processo de
amostragem. Entao, para obter uma expressao analitica que o represente, é suficiente multiplicar
a funcdo de amostragem definida na equacdo (1) pelo sinal g(¢), de modo que
oo oo
g5(t) = (Mr,g)(t) = Y g(t)5(t —nTy) = > g(nTy)s(t —nTy), (3)
n=—oo n=—oo
em que utilizou-se da propriedade ¢(¢)d(t — nTs) = g(nTs)d(t — nTs) na dltima igualdade, uma
vez que ¢(t) é um sinal continuo. Por meio da propriedade de multiplicagdo da transformada de
Fourier e da equagao (2), pode-se obter a transformada de Fourier da equagao (3), isto é,
o0 o0

Gs(f) = (G« )(f)=fo Y, GUf)=d(f—nf)=fs >, G(f—nf), (4)
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onde o operador * denota a operagao de convolugao. Note que a equagao (4) indica que o processo de
amostragem uniforme de ¢(t) no dominio do tempo resulta na periodizagao de sua transformada de
Fourier no dominio da frequéncia [2]. Além disso, esta equagao é a esséncia para a reconstrucgao do
sinal original g(¢) a partir de suas amostras, pois ela sé é possivel quando ndo houver sobreposicao
das “cépias” de G(f), ou seja, quando fs — W > W ou f; > 2W, em que 2W é chamada de taza
de Nyquist [2]. Considerando fs > 2W e sabendo que ¢(t) é limitado em banda, vem da equagao

(4) que

Gs(f) = £.G(f) = G(f) =T.Gs(f) =T, > gnTy)exp(—j2nfnTy), [fl<W, (5)

n=—oo

em que j é a unidade imagindria. Na obtengao da equacdo (5), utilizou-se da tdltima igualdade na
equagcdo (3) para obter Gs(f) em uma forma alternativa, mas equivalente. Por fim, para obter o
sinal original g(¢) basta aplicar a transformada inversa de Fourier na equagao (5). De fato,
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em que sinc (0) = sen (76)/(70) é a definigdo da fungdo sinc normalizada. A equagio (6) é chamada
de formula de interpolagdo e permite reconstruir g(t) a partir de sua sequéncia de amostras uni-
formes {g(nTs)} [2]. Em suma, o teorema da amostragem afirma que um sinal como g(t) sé pode
ser reconstruido por meio da equacdo (6) quando fs > 2W. A fim de ilustra-lo, implementou-se a
equagao (6) em MATLAB (MATrix LABoraty) para o sinal g(t) = cos (2m10t), em que W = 10 Hz.
A Figura 1 mostra a amostragem deste sinal e a sua reconstrugao nos casos em que fs = 3W/2 e

£, =AW,
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Figura 1: Aplicacao do teorema da amostragem para um sinal senoidal com frequéncia f = 10 Hz.
Nota-se que a equagao (6) ndo reconstréi o sinal original quando fs < 2W.
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