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A modelagem fracionária permite capturar a dependência de estágios anteriores em materiais
ou processos e, nesse contexto, torna mais próximos da realidade fenômenos biológicos, reológicos,
sistemas mecânicos, elétricos, entre outros [5]. Geralmente, ela consiste em flexibilizar um modelo
clássico ao substituir uma derivada de ordem inteira por uma de ordem arbitrária. Em particular,
modelos compartimentais têm sido largamente estudados com ordens arbitrárias (ex.: [2]; [6]).

Ao longo da pesquisa de mestrado da primeira autora, buscamos investigar o uso de derivadas
de ordem arbitrária em modelos tipo SIR, tanto analiticamente quanto por meio de simulações.
Nos interessamos pelos questionamentos de persistência de caracteŕısticas, partindo da modelagem
clássica para discutir as dificuldades na construção de um modelo de ordem arbitrária não artifi-
cial. Quais caracteŕısticas são mantidas ao realizarmos a troca das ordens? São automaticamente
estabelecidos modelos consistentes, no que diz respeito à definição de parâmetros, significado f́ısico,
conservação e unidades? O que dizer sobre não negatividade, monotonicidade (quando houver),
entre outras questões? O uso de técnicas para resolver estes modelos analiticamente ou numerica-
mente é um campo interessante por si só. Porém, do ponto de vista da modelagem, é importante
tentar verificar como, onde e por que o cálculo fracionário interfere no modelo.

Acreditamos que derivadas de ordem arbitrária podem surgir através de leis potenciais nas
funções de infecciosidade e remoção. Assim, apresentamos em [3] uma derivação f́ısica seguindo os
passos de Angstmann, Henry & McGann [1], onde utilizam a linguagem probabiĺıstica dos Passeios
Aleatórios de Tempo Cont́ınuo (PATC) e funções de Mittag-Leffler. A derivada de Riemann-
Liouville surge ao longo da construção e o modelo SIR, com 1 ≥ β ≥ α > 0, é dado por
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onde γ(t) é a dinâmica vital; ω(t), a infecciosidade extŕınseca; N , a população total; τ , um
parâmetro de escala e, θ(t, t′), a probabilidade de um infeccioso desde t′ não ter falecido de morte
natural até t. Se β = α = 1, γ(t) ≡ γ e ω(t) ≡ ω, obtemos o modelo SIR tradicional. Em [3],
revisitamos o trabalho dos autores, iniciamos a discussão do número de reprodução e utilizamos
otimização para aplicar o modelo aos dados da pandemia brasileira e italiana de COVID-19.

Aqui, nos interessamos em obter informações sobre a influência dos parâmetros ω, τ, α e β
no modelo (1)-(3). Inicialmente, consideramos γ(t) ≡ γ e ω(t) ≡ ω constantes. Posteriormente,
analisamos a influência do parâmetro a para o modelo com decaimento exponencial ω(t) = ω ·e−t/a.

Constrúımos uma pequena modificação do esquema-L1 [4] para implementação em MATLAB
do modelo (1)-(3). As Figuras 1-2 exibem, como exemplo, os efeitos de α e β na curva de infectados.
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Como exposto com mais detalhes em [3], o tempo de remoção do indiv́ıduo do compartimento infec-
cioso segue uma distribuição de Mittag-Leffler relacionada a α, enquanto o parâmetro β relaciona-se
à lei da função de infectividade. As setas indicam o sentido do crescimento de α e β.
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Figura 1: Variação do α
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Figura 2: Variação do β

Analisar os efeitos dos parâmetros numericamente fortalece a interpretação biológica dos mes-
mos e fomenta a utilização do modelo (1)-(3), ainda pouco difundido. Pretendemos expandir
a aplicação aos dados da COVID-19, e o estudo auxilia no reajuste dos parâmetros posterior à
otimização. Após o reajuste, uma nova otimização ficará mais acurada.

Agradecimentos

Agradecemos o apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nı́vel Superior - Brasil
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