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Introducao

O problema de Bratu foi apresentado em 1914 pelo matemadtico francés G. Bratu [1]. Sua
versao cldssica consiste em um modelo matematico composto por uma equacao diferencial parcial
eliptica nao linear, com condicoes de contorno de Dirichlet homogéneas. No caso unidimensional,
o problema de Bratu é descrito por

u(z) + A" = 0, xe(0,1), (1)
u(0)=u(l) = 0, (2)

onde A > 0 e cuja solugao exata é

com o parametro 6 satisfazendo a equacao nao linear, § = /2 cosh (%). Existe um valor critico

para A, denotado por A, tal que (i) se A > A., o problema de Bratu ndo tem solugao; (i)
se A\ = A, o problema de Bratu tem uma tdnica solugdo; (i) se 0 < A < A., o problema de
Bratu tem 2 solugoes. O parametro A. satisfaz a equagao, 1 = %s/Z)\c sinh (%), e é dado por
Ae = 3.513830719.

A importancia do problema de Bratu se destaca por sua variedade de aplicagbes nas areas de
fisica, quimica e engenharia (ver [4] para maiores detalhes). Devido sua simplicidade, esse modelo
é utilizado como um benchmarking para testar metodologias numéricas [4].

O objetivo desse trabalho é apresentar um estudo numérico do problema de Bratu, (1)-(2),
com os métodos de diferengas finitas centradas (DC) e diferencgas finitas ndo usuais de Mickens
(Non-Standard Finite Diference Method - NSED) [2]. Neste caso, a versao discreta do problema
(1)-(2) é dado por

Ui—1 — 2U; + Uit
w(h)

F A =0, i=1,--,n—1,
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onde u; ~ u(w;), up = u(0) = 0 e u, = u(l) = 0. Para o método DC, p(h) = h?, enquanto
que para o método NSFD, ¢(h) = 2ln(cosh(h)). Para o processo de linearizagao foi utilizado
os métodos de Ponto Fixo, Newton e Broyden com atualizagao da inversa usando a férmula de
Sherman-Morrison [3]. O dominio [0, 1] foi discretizado usando uma malha uniforme com n = 100
subintervalos (n 4+ 1 pontos). A solugao inicial é u%(z) = asin(nz), onde o > 0 e como critério
de parada do processo nao linear, utilizamos o erro relativo (usando a solucao exata dada na Eq.
(3)), com tolerancia tol = 10~7, considerando o niimero méximo de iteracdes igual a 100. Os
experimentos numéricos foram realizados em uma méaquina com processador Intel core i3 e 4gb de
memoéria RAM, usando a linguagem Python 3.

Resultados numéricos

A Tabela 1 apresenta os resultados numéricos (erros relativos medidos na norma do infinito e
nimero de iteragoes) com os métodos diferencas centradas (DC) e diferengas nao usuais de Mickens
(NSFD), considerando as seguintes metodologias de linearizagao: Ponto fixo, Newton e Broyden.
Além disso, avaliamos o problema considerando A = 1, 3, caso em que o modelo de Bratu possui 2
solugoes, e a = 1, 8 (cada valor de « define uma das duas solugdes do problema). Quando a =1
todos os processos de linearizagao convergiram (para A = 1, 3), com o método NSFD apresentando
um erro levemente menor, em comparagao com o método DC. O método do Ponto fixo apresentou
o maior nimero de iteragoes, como esperado. No caso de @ =8 e A = 1, o método de Ponto fixo
apresentou overflow, o método de Newton convergiu em 9 iteragoes para ambos métodos (DC e
NSFD) e o método de Broyden convergiu somente para o método NSFD, em 41 iteragoes. Quando
a =8 e A = 3 todos os métodos apresentaram overflow, por isso nao foram incluidos na tabela.

Tabela 1: Erros relativos e nimero de iteragoes, considerando A = 1,3 e a = 1, 8.

Ponto fixo Newton Broyden
erro | iter erro | iter erro | iter

DC (A=1,a=1) [ 1.01x10°] 10 [[1.01x10°] 4 [[1.01x10°] 5

Métodos

NSFD (A=1,a=1) [[875x107 % | 10 [ 875x 1075 | 4 [ 875x107%| 5

DC A\ =3,a=1) 740x1075 ] 25 [[739x10° ] 5 [[739x10°] 6

NSFD (A\=3,a=1) [[381x10° | 25 [[380x10°| 5 [[380x107° | 6

DC (A =1,a =28) - — [[665x10°[ 9 — -

NSFD (A = 1,a = 38) — — [[627x1075 | 9 [[627x107° | 41
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