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As filas markovianas de servidor único, ou filas M/M/1, segundo a notação de Kendall, são
um dos sistema mais simples conhecidos na teoria das filas, mas com grande aplicabilidade nas
engenharias. Nas filas M/M/1, o número de chegadas segue um processo de Poisson com taxa
µ e os tempos de atendimento são markovianos, ou seja, seguem uma distribuição exponencial,
com taxa λ. A razão ρ = λ/µ é denominada intensidade de tráfego, e, além de representar a
proporção de tempo na qual o sistema está ocupado, é de especial interesse para os projetistas,
por possibilitar a determinação de outras medidas de desempenho importantes das filas, tais como
o tamanho médio da fila Lq ou o número esperado de usuários no sistema Ls. O problema tratado
neste artigo é o de estimação estat́ıstica de ρ, o que se dá via dados coletados do sistema, conforme
detalhado a seguir.

Seja x = {x1, x2, . . . , xn} uma amostra aleatória, de tamanho n, de uma variável aleatória X,
independente e identicamente distribúıda, que representa o número de chegadas durante o tempo

de serviço de um usuário da fila M/M/1. Pode-se mostrar que sua função massa de probabilidade
é dada pela seguinte equação.
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, x = 0, 1, 2, . . . . (1)

Saroja et al. [3], no seu recente artigo, estudaram estimadores de máxima verossimilhança e
bayesianos, baseado na função distribuição de probabilidade a priori Beta(α, β), para as funções
de perda SELF (do inglês, squared error loss function) e PLF (do inglês, precautionary loss func-

tion), para ρ, para amostras aleatórias, x, do número de chegadas durante os tempos de serviço.
Entretanto, Saroja et al. [3] demonstraram que os estimadores apresentaram viés para amostras
pequenas. O objetivo aqui é investigar a correção do viés de tais estimadores, por meio do boots-

trap, que é um método largamente reconhecido na literatura pelos bons resultados que alcança,
inclusive na correção de viés de estimadores de filas [1].

Em sua versão paramétrica, o procedimento bootstrap para estimar o viés do estimador de
interesse ρ̂ consiste em realizar B reamostragens (normalmente em torno de 100) da Eq. (1),
estimando o parâmetro após cada reamostragem, através desse estimador enviesado. Depois, a
média dessas estimativas ρ̄(•) é calculada e pode-se, portanto, estimar o viés desse estimador como
biasB = ρ̄(•) − ρ̂. A correção é obtida, então, pela seguinte expressão.

ρ̃B = ρ̂− biasB = 2ρ̂− ρ̄(•). (2)
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Experimentos computacionais foram realizados para atestar a eficiência da correção dos esti-
madores anteriormente citados, por meio de simulações Monte Carlo, via programas codificados
em R [2], dispońıveis a pedido diretamente com os autores. Para isso, utilizaram-se tamanhos de
amostra n ∈ {10, 20, 50, 80, 100, 200} e parâmetros α = 1.0 e β = 1.1, que representam aproxima-
damente uma distribuição a priori uniforme, para os estimadores bayesianos, com 1000 replicações
Monte Carlo em cada caso. Sendo assim, para cada replicação, 100 reamostragens bootstrap foram
geradas, a partir da Eq. (1), que é uma distribuição geométrica de parâmetro 1/(1 + ρ). A ava-
liação de desempenho foi feita comparando-se os erros de estimação dos estimadores enviesados e
corrigidos via bootstrap paramétrico. Os resultados obtidos são apresentados na Figura 1.

(a) Viés em função de ρ (b) Variância em função de ρ

Figura 1: Desempenho das correções de viés

Da Figura 1-(a), nota-se que os estimadores corrigidos tiveram desempenho melhor em todo o
espaço paramétrico, com exceção dos estimadores de máxima verossimilhança, que apresentaram
desempenho superior para ρ = 0.99. Da Figura 1-(b), percebe-se que o bootstrap paramétrico não
aumentou significativamente a variância das estimativas, para valores baixos da intensidade de
tráfego (ρ ≤ 0.20). Além disso, resultados experimentais (não apresentados) mostraram que as
estimativas corrigidas convergem para o valor real do parâmetro ρ quando o tamanho da amostra
cresce.

Tópicos para futuros trabalhos nessa área incluem a consideração de diferentes prioris. Ademais,
pode-se estender esse estudo para outros parâmetros das filas, tais como o Lq e o Ls, entre outros.
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