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Resumo. De um modo geral, estruturas biológicas são anisotrópicas, heterogêneas e estão
sujeitas a grandes deformações. Muito embora seja comum a utilização da teoria de elasti-
cidade para modelar o comportamento destas estruturas, sabe-se que o comportamento de,
por exemplo, tendões e ligamentos, é melhor modelado no contexto da teoria de viscoelas-
ticidade. Neste trabalho considera-se uma classe de materiais viscoelásticos compresśıveis e
isotrópicos do tipo diferencial de primeira ordem que satisfaz o prinćıpio da invariância sob
mudança de observador. Neste caso, a função resposta mecânica que fornece a tensão de
Cauchy depende do tensor deformação de Cauchy-Green à esquerda B e da parte simétrica
do gradiente de velocidade D. Utilizando a teoria de representação de funções isotrópicas,
mostra-se que esta função resposta é dada em termos de produtos dos tensores B e D e
de coeficientes multiplicando estes produtos que dependem de dez invariantes dos mesmos.
Mostramos que somente nove dos dez invariantes são independentes e que existe um syzygy

entre os mesmos. Consequentemente, quaisquer outros conjuntos de dez invariantes, deter-
minados de forma única deste conjunto, têm somente nove invariantes independentes. Esta
investigação é relevante em procedimentos experimentais empregados na caracterização de
relações constitutivas de tecidos biológicos.
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1 Introdução

Poĺımeros (borracha, silicone, plástico), compósitos poliméricos (poliéster, laminados
de fibras e resina) e biomaterais (tecidos moles, tendão e ligamentos) são alguns exem-
plos de materiais de interesse tecnológico e médico (e.g., [3]) que apresentam propriedade
viscoelástica e podem ser modelados por meio de uma relação constitutiva entre o tensor
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de Cauchy T ∈ S e o gradiente de deformação F ∈ L juntamente com suas derivadas
temporais materiais (e.g., [4]). O conjunto L é constitúıdo de tensores de segunda or-
dem definidos sobre um espaço euclidiano tridimensional e S é o subconjunto dos tensores
simétricos de L. Um material modelado por tal relação constitutiva é chamado de ma-
terial do tipo diferencial. Supondo que o tensor T é dado por uma relação que depende
somente de F e de sua primeira derivada temporal e utilizando o prinćıpio da invariância
sob mudança de observador, obtemos a relação clássica de um material do tipo diferencial
de primeira ordem, dada por

T = F(B,D) , (1)

em que F : S × S → S é a função resposta mecânica do material, B
def

= FFT é o tensor
de Cauchy-Green à esquerda e D ∈ S é a parte simétrica do gradiente de velocidade
L = (dF/d t)F−1.

No caso de um material isotrópico, F é uma função tensorial isotrópica e satisfaz a
relação

F(QBQT ,QDQT ) = QF(B,D)QT , ∀Q ∈ O , (2)

em que O
def

= {Q ∈ L |QQT = QT Q = 1, detQ = 1} é o conjunto dos tensores ortogonais
próprios. Segue da teoria de representação de funções isotrópicas que ([7])

T = α0 1+ α1B+ α2B
2 + α3D+ α4D

2 + α5 (DB+BD) +

α6

(

DB2 +B2D
)

+ α7

(

D2B+BD2
)

+ α8

(

D2B2 +B2D2
)

. (3)

Em (3), os coeficientes αi, i = 0 , · · · , 8, dependem dos invariantes clássicos

I1
def

= trB , I2
def

=
I2
1
− trB2

2
, I3

def

= detB ,

I4
def

= trD , I5
def

=
I2
4
− trD2

2
, I6

def

= detD , I7
def

= tr (BD) , (4)

I8
def

= tr
(

B2D
)

, I9
def

= tr
(

BD2
)

, I10
def

= tr
(

B2D2
)

.

Os invariantes listados em (4) formam uma base de integridade, definida como o conjunto
de invariantes com a propriedade de que qualquer outro invariante pode ser representado
como uma função polinomial dos elementos da base. Além disso, esta base é mı́nima, pois
possui o menor número posśıvel de elementos.

Neste trabalho, mostramos que existe uma relação de dependência não-polinomial,
chamada syzygy, entre os invariantes da base de integridade mı́nima. Syzygies permitem
reduzir o número de invariantes independentes necessários para representar a função res-
posta mecânica e, portanto, simplificam os procedimentos experimentais empregados na
obtenção das propriedades mecânicas.

Por exemplo, a função resposta mecânica de um material hyperelástico compresśıvel
e ortotrópico é obtida da derivada de uma densidade de energia de deformação φ que
depende de B e de dois vetores ortogonais a e b na configuração deformada do corpo.
Esta densidade de energia é uma função escalar isotrópica que, portanto, satisfaz a relação
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φ(B ,a ,b) = φ(QBQT ,Qa ,Qb) . Segue da teoria de representação de funções isotrópicas
([6]) que existe uma representação escalar φ̃ : R7 → R tal que φ(I1, I2, I3, J1, J2, J3, J4) em
que Ii, i = 1, 2, 3, são dados pelas três primeiras expressões em (4), respectivamente, e Ji,

i = 1, · · · , 4, são dados por J1
def

= a · Ba , J2
def

= a · B2 a , J3
def

= b · Bb , J4
def

= b · B2 b ,
em que “·” denota o produto interno em R

3. Estes invariantes formam uma base de in-
tegridade mı́nima para φ̃. Apesar de alguns autores, tais como [1, 2], argumentarem que
estes invariantes são independentes entre si, Shariff [5] mostra que existe um syzygy entre
os mesmos e que, portanto, não são independentes.

2 Syzygy

Seja {e1, e2, e3} o conjunto de autoversores de B e seja βi
def

= ei · Bei, i = 1, 2, 3, o
autovalor de B associado a ei. Uma vez que este conjunto é uma base ortonormal para
R
3, as componentes de D em relação a esta base são dadas por

δij
def

= ei ·Dej . (5)

Uma vez que os tensores B e D são unicamente determinados pelas nove componentes
βi , δij , i, j = 1, 2, 3, e que, portanto, os dez invariantes de (4) são dados em termos destas
componentes, está claro que existe uma relação de dependência entre estes invariantes.

A estratégia para estabelecer um syzygy entre os dez invariantes de (4) consiste em
estabelecer uma bijeção entre o conjunto destes invariantes e o conjunto das componentes
dos tensores B e D na base {e1, e2, e3}. Neste sentido, segue de (4) que

I1 = β1 + β2 + β3 , I2 = β1 β2 + β2 β3 + β3 β1 , I3 = β1 β2 β3 ,

I4 = δ11 + δ22 + δ33 , I5 = δ11 δ22 + δ22 δ33 + δ33 δ11 − δ212 − δ223 − δ231 ,

I6 = δ11 δ22 δ33 + 2 δ12 δ23 δ31 − δ231 δ22 − δ223 δ11 − δ212 δ33 ,

I7 = β1 δ11 + β2 δ22 + β3 δ33, I8 = β2

1 δ11 + β2

2 δ22 + β2

3 δ33 , (6)

I9 = β1
(

δ211 + δ212 + δ213
)

+ β2
(

δ212 + δ222 + δ223
)

+ β3
(

δ231 + δ223 + δ233
)

,

I10 = β2

1

(

δ211 + δ212 + δ213
)

+ β2

2

(

δ212 + δ222 + δ223
)

+ β2

3

(

δ231 + δ223 + δ233
)

.

As expressões em (6) estabelecem uma relação entre os conjuntos dos dez invariantes,

dado por Ψ
def

= {I1, · · · , I10}, e de termos que dependem das componentes de B e D, dado

por Ω
def

= {β1, β2, β3, δ11, δ22, δ33, δ
2
12
, δ2

23
, δ2

31
, δ12 δ23 δ31}. Para mostrar a bijeção entre os

conjuntos Ψ e Ω, expressamos os elementos de Ψ em termos dos elementos de Ω e vice-versa.
Claramente, segue do exposto acima que, conhecidos os elementos de Ω, os elementos de
Ψ são determinados de (6).

Por outro lado, conhecidos os elementos de Ψ, obtemos os elementos de Ω seguindo os
passos abaixo.

a) As componentes βi, i = 1, 2, 3, são ráızes da equação caracteŕıstica β3− I1 β
2+ I2 β−

I3 = 0 e são, portanto, dadas em termos de Ii, i = 1, 2, 3.
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b) As componentes δ11, δ22 e δ33 são soluções de um sistema de equações lineares obtido
das expressões de I4, I7 e I8 em (6), sendo βi, i = 1, 2, 3, determinadas no Passo a).

c) Os termos δ2
12
, δ2

23
e δ2

31
são soluções de um sistema de equações lineares obtido das

expressões de I5, I9 e I10 em (6), sendo βi, i = 1, 2, 3, δ11, δ22 e δ33 determinados nos
passos a) e b).

d) O termo δ12 δ23 δ31 é obtido da expressão de I6 em (6), sendo os demais termos nesta
expressão determinados nos passos anteriores.

Assim, mostramos que existe uma bijeção entre os conjuntos Ψ e Ω.
Uma vez que

(δ12 δ23 δ31)
2 = δ212 δ

2

23 δ
2

31 , (7)

segue dos passos a)–d) acima que existe uma relação entre os dez invariantes do conjunto
Ψ. Uma vez que a base de integridade formada por estes invariantes é mı́nima, a relação
acima não é polinomial e, portanto, estabelecemos a existência de um syzygy entre os
invariantes.

3 Conclusões

Os coeficientes da relação constitutiva de um material visoelástico compresśıvel e
isotrópico são funções escalares isotrópicas de dez invariantes obtidos de dois tensores
simétricos. Mostramos que estes invariantes não são independentes entre si e que existe
um syzygy entre os mesmos.
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