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Resumo. De um modo geral, estruturas bioldgicas sao anisotrépicas, heterogéneas e estao
sujeitas a grandes deformacoes. Muito embora seja comum a utilizacao da teoria de elasti-
cidade para modelar o comportamento destas estruturas, sabe-se que o comportamento de,
por exemplo, tendoes e ligamentos, é melhor modelado no contexto da teoria de viscoelas-
ticidade. Neste trabalho considera-se uma classe de materiais viscoeldsticos compressiveis e
isotrépicos do tipo diferencial de primeira ordem que satisfaz o principio da invariancia sob
mudanca de observador. Neste caso, a funcao resposta mecanica que fornece a tensao de
Cauchy depende do tensor deformacao de Cauchy-Green a esquerda B e da parte simétrica
do gradiente de velocidade D. Utilizando a teoria de representacao de fungoes isotrépicas,
mostra-se que esta funcao resposta é dada em termos de produtos dos tensores B e D e
de coeficientes multiplicando estes produtos que dependem de dez invariantes dos mesmos.
Mostramos que somente nove dos dez invariantes sao independentes e que existe um syzygy
entre os mesmos. Consequentemente, quaisquer outros conjuntos de dez invariantes, deter-
minados de forma tnica deste conjunto, tém somente nove invariantes independentes. Esta
investigacao é relevante em procedimentos experimentais empregados na caracterizagao de
relagoes constitutivas de tecidos bioldgicos.
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1 Introducao

Polimeros (borracha, silicone, plastico), compdésitos poliméricos (poliéster, laminados
de fibras e resina) e biomaterais (tecidos moles, tendao e ligamentos) s@o alguns exem-
plos de materiais de interesse tecnoldgico e médico (e.g., [3]) que apresentam propriedade
viscoelastica e podem ser modelados por meio de uma relagao constitutiva entre o tensor
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de Cauchy T € S e o gradiente de deformagdao F € L juntamente com suas derivadas
temporais materiais (e.g., [4]). O conjunto £ é constituido de tensores de segunda or-
dem definidos sobre um espaco euclidiano tridimensional e S é o subconjunto dos tensores
simétricos de £. Um material modelado por tal relacao constitutiva é chamado de ma-
terial do tipo diferencial. Supondo que o tensor T é dado por uma relagdo que depende
somente de F e de sua primeira derivada temporal e utilizando o principio da invariancia
sob mudanca de observador, obtemos a relacao classica de um material do tipo diferencial
de primeira ordem, dada por

T =F(B,D), (1)

em que F : § xS — § é a fungao resposta mecanica do material, B ' FFT 6 o tensor
de Cauchy-Green a esquerda e D € S é a parte simétrica do gradiente de velocidade
L= (dF/dt)F~ L

No caso de um material isotropico, F é uma funcao tensorial isotropica e satisfaz a
relacao

FQBQ",QDQ")=QF(B,D)Q", VvVQeO, (2)

em que O & {Qe£|QQ" =QT"Q =1,det Q = 1} é o conjunto dos tensores ortogonais
préprios. Segue da teoria de representacao de fungoes isotrépicas que ([7])

T=ol+taB+a;B*’+a3D+ay;D?+0a5(DB+BD) +

ag (DB*+B?D) + a7 (D* B+ BD?) + ag (D* B>+ B*D?) . (3)
Em (3), os coeficientes a;, i =0, --- ,8, dependem dos invariantes classicos
. o I? — tr B? .
L 4B, Igd:f%, I3 < det B,
def def IZ — trD? def def
L% uD, LS =, L“deD, I;*u (BD), (4)

Iy = tr (B’D), Ih=tr (BD?), Ip=tr (B*D?).

Os invariantes listados em (4) formam uma base de integridade, definida como o conjunto
de invariantes com a propriedade de que qualquer outro invariante pode ser representado
como uma funcao polinomial dos elementos da base. Além disso, esta base é minima, pois
possui o menor numero possivel de elementos.

Neste trabalho, mostramos que existe uma relagao de dependéncia nao-polinomial,
chamada syzygy, entre os invariantes da base de integridade minima. Syzygies permitem
reduzir o numero de invariantes independentes necessarios para representar a funcao res-
posta mecanica e, portanto, simplificam os procedimentos experimentais empregados na
obtencao das propriedades mecanicas.

Por exemplo, a funcao resposta mecanica de um material hypereldstico compressivel
e ortotrépico é obtida da derivada de uma densidade de energia de deformacao ¢ que
depende de B e de dois vetores ortogonais a e b na configuracao deformada do corpo.
Esta densidade de energia é uma funcao escalar isotrépica que, portanto, satisfaz a relacao
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#(B,a,b) =s(QBQ",Qa,Qb).Segue da teoria de representacio de funcdes isotrépicas
([6]) que existe uma representacao escalar q~5 :R7T — R tal que ¢(Iy, I, I3, J1, J2, J3, Jy) em
que I;, i = 1,2, 3, sao dados pelas trés primeiras expressoes em (4), respectivamente, e J;,
i=1,---,4, sio dados por J; = a-Ba, Jo = a-B?a, Js<b-Bb, J; = b-B2b,
em que “” denota o produto interno em R3. Estes invariantes formam uma base de in-
tegridade minima para <Z> Apesar de alguns autores, tais como [1,2], argumentarem que
estes invariantes sao independentes entre si, Shariff [5] mostra que existe um syzygy entre
0s mesmos e que, portanto, nao sao independentes.

2 Syzygy

. . . def .
Seja {ej,e2,e3} o conjunto de autoversores de B e seja 3; = e; - Be;, i = 1,2,3, o
autovalor de B associado a e;. Uma vez que este conjunto é uma base ortonormal para
R3, as componentes de D em relacdo a esta base sdo dadas por

5ij d:efei-Dej. (5)

Uma vez que os tensores B e D sao unicamente determinados pelas nove componentes
Bi,dij, 1,5 = 1,2,3, e que, portanto, os dez invariantes de (4) sdo dados em termos destas
componentes, estd claro que existe uma relacao de dependéncia entre estes invariantes.

A estratégia para estabelecer um syzygy entre os dez invariantes de (4) consiste em
estabelecer uma bijecao entre o conjunto destes invariantes e o conjunto das componentes
dos tensores B e D na base {ej, es, e3}. Neste sentido, segue de (4) que

L =B+ B2+ 08s, Lo=01PB2+ 05283+ B361, Is=pP1P283,
Iy = 611 + 092+ 033,  I5 = 011 622 + 092 033 + 033 011 — O39 — 033 — 03y
Ig = 011622 633 + 2 612 823 031 — 031 622 — 03 011 — 61 333 ,
It = B1611 4 Badas + B3 033, Is = B 611 + B3 022 + B3 a3 , (6)
Iy = B (6% + 07y + 613) + Ba (82 + 635 + 053) + B3 (03, + 635 + 033)
Lo = B3 (611 + 03y + 03) + B3 (035 + 055 + 053) + B85 (031 + 035 + 033) -

As expressoes em (6) estabelecem uma relagdo entre os conjuntos dos dez invariantes,
dado por ¥ & {I,---, 110}, e de termos que dependem das componentes de B e D, dado
por Q & {B1, B2, B3, 011, 022, 033, 025, 633,031, 612 623 631 }. Para mostrar a bijecdo entre os
conjuntos Y e ), expressamos os elementos de ¥ em termos dos elementos de € e vice-versa.
Claramente, segue do exposto acima que, conhecidos os elementos de 2, os elementos de
U sao determinados de (6).

Por outro lado, conhecidos os elementos de W, obtemos os elementos de €2 seguindo os
passos abaixo.

a) As componentes §3;, i = 1,2, 3, sdo raizes da equacio caracteristica 33 — I B2+ I 3 —
I3 = 0 e sao, portanto, dadas em termos de [;, i = 1,2, 3.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0264 010264-3 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0264

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

b) As componentes 011,022 € 033 sdo solugoes de um sistema de equagoes lineares obtido
das expressoes de Iy, I7 e I em (6), sendo f;, i = 1,2, 3, determinadas no Passo a).

c) Os termos 63y, 035 e 62, sdo solucdes de um sistema de equagdes lineares obtido das
expressoes de I5, Iy e 119 em (6), sendo [, i = 1,2,3, 11,022 € d33 determinados nos
passos a) e b).

d) O termo 012 d23 031 é obtido da expressao de I em (6), sendo os demais termos nesta
expressao determinados nos passos anteriores.

Assim, mostramos que existe uma bijecao entre os conjuntos ¥ e €.
Uma vez que

(812 003 031)% = 0%, 02403, , (7)

segue dos passos a)—d) acima que existe uma relacao entre os dez invariantes do conjunto
V. Uma vez que a base de integridade formada por estes invariantes é minima, a relacao
acima nao é polinomial e, portanto, estabelecemos a existéncia de um syzygy entre os
invariantes.

3 Conclusoes

Os coeficientes da relacao constitutiva de um material visoelastico compressivel e
isotrépico sao fungoes escalares isotrépicas de dez invariantes obtidos de dois tensores
simétricos. Mostramos que estes invariantes nao sao independentes entre si e que existe
um syzygy entre os mesmos.
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