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Resumo. Neste trabalho usa-se o esquema de diferenças finitas Lagrangeano-Euleriano
para uma lei de balanço que modela um escoamento bifásico de fluidos imisćıveis em um
meio poroso, com um termo de fonte singular do tipo δ de Dirac que representa uma injeção
pontual. Assume-se que o escoamento acontece na direção vertical considerando efeitos
gravitacionais, ao mesmo tempo que efeitos de pressão capilar são negligenciados. A presença
do termo fonte δ de Dirac implica em uma descontinuidade (na variável espacial) da função
de fluxo, fato que dificulta a implementação numérica, tanto pela própria descontinuidade
quanto pela necessidade de regularizar convenientemente a função δ.
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1 Introdução

Os sistemas de Leis de Conservação descrevem uma variedade de fenômenos f́ısicos
relacionados à transporte de fluidos [2,7,9,11]. Diversos problemas presentes na engenharia
de petróleo podem ser modelados por estes sistemas ou equações escalares, um exemplo é
a recuperação avançada do petróleo, a qual corresponde a maior etapa de vida útil de um
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reservatório e, consequentemente, a maior parte do óleo produzido mundialmente. Assim,
existe um interesse tanto do ponto de vista energético, quanto ambiental em se estudar
tais equações que descrevem este processo de recuperação [2, 9, 10].

Deseja-se estudar o escoamento bifásico unidimensional considerando um termo de
fonte singular (delta de Dirac). A ação deste produz também uma descontinuidade na
função de fluxo. Tanto o termo singular, quanto a descontinuidade representam difi-
culdades numéricas que a maioria dos métodos convencionais de diferenças finitas não
conseguem resolver de maneira adequada. Assim, usa-se uma regularização conveniente
do termo fonte δ ( [5]) e um fluxo numérico que seja apropriado para funções de fluxo des-
cont́ınuas. Utiliza-se um método Lagrangeano-Euleriano [11] próprio para leis de balanço,
o qual é capaz de conservar as propriedades de equiĺıbrio entre o fluxo e o termo fonte,
isto é, um esquema ”well-balanced” [11] .

2 O Modelo

O escoamento bifásico para fluidos em meios porosos pode ser modelado por uma lei
de balanço de massa e pela lei de Darcy [2]. Considere para o desenvolvimento do modelo
deste trabalho a presença da gravidade e um termo de fonte do tipo delta de Dirac, que
representa uma injeção pontual e instantânea em z = 0.

São consideradas as sequintes hipóteses para o desenvolvimento do modelo, o meio
poroso é homogêneo; o escoamento é isotérmico; a porosidade da rocha é constante; os
fluidos ocupam totalmente o meio poroso; as duas fases são imisćıveis; efeitos de compres-
sibilidade dos fluidos e efeitos de pressão capilar entre as fases são negligenciados. Assim,
matematicamente temos a equação de balanço de massa para cada fase i = w, o :

∂(φρisi)

∂t
+
∂(ρivi)

∂z
= Qi, (1)

com o termo fonte Qi definido por:

Qi = ρiqiδ(z). (2)

onde, w e o são as fases da água e do óleo, respectivamente, φ representa a porosidade, ρi,
si, vi, representam a densidade, saturação e velocidade de Darcy da fase i, respectivamente
[2, 9, 10], qi é uma constante positiva ( que representa uma taxa de injeção pontual para
cada fase), o termo fonte contém a ”função δ de Dirac”e z é a variável espacial cujo
eixo positivo aponta para baixo, portanto na presente convenção, ondas com velocidades
positivas viajam para baixo, enquanto ondas com velocidades negativa para cima e t é a
variável temporal.

A lei de Darcy para cada fase i = w, o:

vi = −K ki
µi

(∇pi − ρigez). (3)

onde, K representa a permeabilidade absoluta da rocha, ki, µi, pi representam a permea-
bilidade relativa, viscosidade e pressão da fase i, respectivamente. O termo g é aceleração
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da gravidade e ez um vetor unitário com sentido positivo para baixo. Nota-se que a po-
rosidade da rocha e as densidades das fases são consideradas constantes. Fazendo a soma
das equações em (1) para a fase do óleo(i = o) e da água (i = w) e integrando em z,
obtém-se a seguinte expressão para a velocidade total de Darcy:

v(z) = qH(z) + d, (4)

onde H(z) é a função de Heaviside, definida como: H(z) = 0 se z < 0, H(z) = 1 se z > 0.
E q =

∑
qi e d uma constante de integração.

Considere as equações de (1)-(4) e após realizar alguns cálculos e um processo de
adimensionalização similar ao realizado em [9] obtém-se a equação:

∂(sw)

∂t
+
∂Fw(z, sw)

∂z
= qwδ(z). (5)

Com função de fluxo:

Fw(z, sw) =

[
qH(z) + d

]
s2w

µw
+
s2w(1− sw)2ρwo

µwµo
(sw)2

µw
+

(1− sw)2

µo

, (6)

sendo ρwo = ρw − ρo. Note a descontinuidade do fluxo em z = 0.

3 Um esquema Lagrangeano-Euleriano

Segundo [1,6,11], uma das questões chave na resolução numérica de problemas de Cau-
chy, onde a equação diferencial é uma lei de balanço do tipo (5), é a presença de estados
estacionários na solução. Algumas estratégias não preservam os estados estacionários dis-
cretos [6], por exemplo, aqueles que utilizam fluxo numérico tipo Godunov num método
de volumes finitos e acoplam diferenças centradas para o termo fonte [6]. Outra alterna-
tiva como o chamado “splittting” que decompõe os operadores para fluxo e termo fonte,
também não é capaz de preservar os estados estacionários [6].

Devido a estas dificuldades esquemas conhecidos como ”well-balanced” têm sido por-
postos [8,11]. O método utilizado, neste trabalho, é baseado em [11] que desenvolveu uma
nova classe de esquemas Lagrangeanos-Eulerianos tipo diferenças finitas, que apresenta a
propriedade para ser “ well-balanced”.

Para uma lei de balanço na forma abaixo
∂

∂t
(s) +

∂

∂z
F (s) = Q(s), em Ω := R x R+

s(z, 0) = s0(z),

(7)

em [11] foi proposto o seguinte esquema de diferenças finitas na forma Lagrangeana-
Euleriana:
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Sn+1
j =

1

4
(Snj−1 + 2Snj + Snj+1)−

k

2h

(
F (zj+1, S

n
j+1)− F (zj−1, S

n
j−1)

)
+

+
1

h

[1

h

(h
2

+ gnj k
)∫ ∫

Dn
j−1

Q(s(z, t))dzdt+
1

h

(h
2
− gnj k

)∫ ∫
Dn

j

Q(s(z, t))dzdt
]
,

(8)

onde (Snj ) é a solução numérica numa malha (∆z,∆t), Dn
j é um certo volume de controle,

gnj são linhas de rastreamento exatas das part́ıculas de fluidos que aproximam as quanti-
dades não-lineares F (s)/s, para detalhes ver [11]. A condição para estabilidade numérica
é dada para CFL:

CFL ≤
max{maxj{F ′(Sj)},max{gnj }}k

h
≤ 21/2

2
. (9)

As funções F (zj−1, S
n
j−1) e F (zj+1, S

n
j+1) são os fluxos descont́ınuos associados a con-

sistência do fluxo numérico dado por (10) e assume que
∫ ∫

Dn
j
Q(s)dzdt < ∞ para todo

j.

Fnj = F (zj , S
n
j ) =


f(Snj ), j < 0,
1

2
[f(Snj ) + h(Snj )] +

1

2
{fmax, hmin}, j = 0,

h(Snj ), j > 0,

(10)

onde, f(Snj ) e h(Snj ) são as funções de fluxo numérica a esquerda de j = 0 e a direita,
respectivamente. Já fmax = f(max{s∗f , Sn1 }) e hmin = h(min{s∗h, Sn−1}), sendo s∗f e s∗h os
máximos de f e h, nessa ordem.

Para os termos do tipo
∫ ∫

Dn
j−1

Q(s(z, t))dzdt, pode-se utilizar métodos numéricos de

integração para obter uma aproximação dos mesmos [11] e estão presentes alguns métodos
tais como, método dos trapézios e do ponto médio. Para este último, tem-se que:∫ ∫

Dn
j−1

Q(s(z, t))dzdt ' khQ(znj +
1

2
(gnj k + h), tn +

k

2
). (11)

3.1 Discretização do termo fonte delta de Dirac

Segundo [5] a técnica de regularização numérica de termos singulares é muito im-
portante em processos computacionais. Para o presente problema, torna-se importante
substituir a distribuição δ de Dirac por uma famı́lia de funções cont́ınuas que possa ser
usada na malha computacional. Assim, utiliza-se a seguinte “regularização”, que pode ser
encontrada em [5]:

δε(z) =

{ 1

ε
ϕ(
z

ε
), |z| ≤ ε = mh,

0, |z| > ε = mh,
(12)

onde m é um número de células tomadas na malha, ϕ é função a ser escolhida tal que
δε ∈ C(R), isto é, ϕ(−1) = ϕ(1) = 0. A escolha da função ϕ é feita de forma a que δε(z)
satisfaça uma condição de momento de ordem 2 [5]. Para isto, escolhe-se a função linear
ϕ(ξ) = 1− |ξ| e m ≥ 1.
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4 Solução Numérica para uma classe de Problemas de Rie-
mann

Procura-se resolver uma classe de problemas de Riemann para o modelo proposto na
seção 2. Assim, considere o problema de Cauchy:

∂

∂t
(sw) +

∂

∂z
Fw(z, sw) = qwδ(z), em Ω

s0(z, 0) =

{
sl, z < 0,
sr, z > 0.

(13)

onde, Fw(z, sw) é dada por (6) e sl, sr correspondem os estados iniciais a esquerda e a
direita, respectivamente. É importante destacar que o código computacional usado para
obter a solução foi validado previamente utilizando outras equações mais simples cujas
soluções são conhecidas em literatura, como a de Buckley-Leverett e outras.

Na Figura 1 encontram-se quatro exemplos de soluções numéricas obtidas com o aux́ılio
do esquema Lagrangeano-Euleriano e da regularização do termo fonte em (12). A estrutura
das soluções de Riemann em todos os casos apresentados mostram a existência de uma
onda de choque estacionária separando as soluções em dois grupos de ondas, um grupo
viajando com velocidade positiva para baixo e outro grupo viajando com velocidade ne-
gativa para cima no reservatório. Os grupos de ondas são compostos por sequências de
ondas elementares como choques, rarefações ou estados de saturação constante.

Por exemplo na Figura 1-(a) a solução é formada apenas por ondas viajando com
velocidades positivas, tem um choque estacionário em z = 0 separando os estados de
saturação constantes inicial esquerdo sl = 1 e intermediário sm = 0.72, logo tem um
choque com velocidade positiva separando sm de sr = 0.1. Na Figura 1-(b) a solução tem
um choque estacionário em z = 0 conectando os estados sl = 0.5 de sm = 0.32, seguido de
uma rarefação que contêm velocidades no intervalo [0, 0.58], logo depois tem-se um choque
adjacente a rarefação anterior até o estado sr = 1. Na Figura 1-(c) a solução está formada
pela seguinte sequência de ondas: o estado constante inicial esquerdo sl = 1, seguido
de uma onda de choque com velocidade negativa σ = −0.25, seguido de uma rarefação
adjacente ao choque anterior contendo velocidades no intervalo [−0.25, 0], seguido de um
choque estacionário em z = 0, seguido de um estado de saturação constante sw = 0.45,
seguido de um choque com velocidade positiva σ = 0.6 (tal vez precedido de uma pequena
rarefação). A sequência de ondas da Figura 1-(d) é análoga ao da Figura 1-(a). Em todos
os quatro casos analisados as soluções apresentam sequências de ondas de acordo com o
esperado pelas soluções semianaĺıticas entrópicas obtidas em [3,4] através de uma extensão
da construção de Oleinik para o nosso problema.

5 Conclusões

Foi aplicado de um esquema Lagrangeano-Euleriano a um problema com origem na en-
genharia de petróleo. Em termos gerais o método apresenta bom desempenho sendo capaz
de capturar as ondas de choques e rarefação, assim como as ondas estacionárias produzi-
das pela descontinuidade no fluxo. O método também resultou efetivo no tratamento do
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(a)                                                                                                      (b)(a)                                                                                                      (b)

( c)                                                                                                     (d)

Figura 1: Em todas as figuras utiliza-se os mesmos parâmetros, µw = µo = 1,d = 0.15,
q = 0.1 e qw = 0.01. Nas figuras (a) e (b) ρwo = −0.9 e nas figuras (c) e (d) ρwo = 0.9.
Em todos os casos CFL = 0, 68, t = 1, nodos = 513.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0171 010171-6 © 2017 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0171


7

termo de fonte fortemente singular em forma de delta de Dirac, onde a regularização tem
importante papel.
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