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Resumo. Neste trabalho usa-se o esquema de diferengas finitas Lagrangeano-Euleriano
para uma lei de balango que modela um escoamento bifasico de fluidos imisciveis em um
meio poroso, com um termo de fonte singular do tipo § de Dirac que representa uma injecao
pontual. Assume-se que o escoamento acontece na direcao vertical considerando efeitos
gravitacionais, a0 mesmo tempo que efeitos de pressao capilar sao negligenciados. A presenca
do termo fonte ¢ de Dirac implica em uma descontinuidade (na varidvel espacial) da fungao
de fluxo, fato que dificulta a implementacao numérica, tanto pela propria descontinuidade
quanto pela necessidade de regularizar convenientemente a funcao 4.

Palavras-chave. Lei de Balanco, Meios Porosos, Problema de Riemann, Fluxo Des-
continuo, §-Dirac, Esquema Lagrangeano-Euleriano.

1 Introducao

Os sistemas de Leis de Conservacao descrevem uma variedade de fenémenos fisicos
relacionados a transporte de fluidos [2,7,9,11]. Diversos problemas presentes na engenharia
de petréleo podem ser modelados por estes sistemas ou equagoes escalares, um exemplo é
a recuperacao avancada do petréleo, a qual corresponde a maior etapa de vida util de um
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reservatorio e, consequentemente, a maior parte do 6leo produzido mundialmente. Assim,
existe um interesse tanto do ponto de vista energético, quanto ambiental em se estudar
tais equagoes que descrevem este processo de recuperagao [2,9,10].

Deseja-se estudar o escoamento bifasico unidimensional considerando um termo de
fonte singular (delta de Dirac). A agao deste produz também uma descontinuidade na
funcao de fluxo. Tanto o termo singular, quanto a descontinuidade representam difi-
culdades numéricas que a maioria dos métodos convencionais de diferencas finitas nao
conseguem resolver de maneira adequada. Assim, usa-se uma regularizagdo conveniente
do termo fonte § ( [5]) e um fluxo numérico que seja apropriado para funcoes de fluxo des-
continuas. Utiliza-se um método Lagrangeano-Euleriano [11] préprio para leis de balango,
o qual é capaz de conservar as propriedades de equilibrio entre o fluxo e o termo fonte,
isto é, um esquema "well-balanced” [11] .

2 O Modelo

O escoamento bifdsico para fluidos em meios porosos pode ser modelado por uma lei
de balango de massa e pela lei de Darcy [2]. Considere para o desenvolvimento do modelo
deste trabalho a presenca da gravidade e um termo de fonte do tipo delta de Dirac, que
representa uma injecao pontual e instantdnea em z = 0.

Sao consideradas as sequintes hipéteses para o desenvolvimento do modelo, o meio
poroso é homogéneo; o escoamento ¢é isotérmico; a porosidade da rocha é constante; os
fluidos ocupam totalmente o meio poroso; as duas fases sao imisciveis; efeitos de compres-
sibilidade dos fluidos e efeitos de pressdo capilar entre as fases sdo negligenciados. Assim,
matematicamente temos a equacao de balanco de massa para cada fase ¢ = w, o :

A¢pisi)  9(pivi)

o e, @ (1)

com o termo fonte (); definido por:

Qi = pigid(2). (2)

onde, w e 0 sdo as fases da adgua e do dleo, respectivamente, ¢ representa a porosidade, p;,
si, V3, representam a densidade, saturacao e velocidade de Darcy da fase i, respectivamente
[2,9,10], ¢; é uma constante positiva ( que representa uma taxa de inje¢ado pontual para
cada fase), o termo fonte contém a ”funcao § de Dirac’e z é a varidvel espacial cujo
eixo positivo aponta para baixo, portanto na presente convencao, ondas com velocidades
positivas viajam para baixo, enquanto ondas com velocidades negativa para cima e t é a
variavel temporal.
A lei de Darcy para cada fase i = w, o:

k;
vy = —K—(Vp; — pige:). (3)

(2

onde, K representa a permeabilidade absoluta da rocha, k;, p;, p; representam a permea-
bilidade relativa, viscosidade e pressao da fase i, respectivamente. O termo g é aceleracao
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da gravidade e e, um vetor unitario com sentido positivo para baixo. Nota-se que a po-
rosidade da rocha e as densidades das fases sao consideradas constantes. Fazendo a soma
das equagoes em (1) para a fase do dleo(i = 0) e da dgua (i = w) e integrando em z,
obtém-se a seguinte expressao para a velocidade total de Darcy:

v(z) = qH(z) + d, (4)

onde H(z) é a funcao de Heaviside, definida como: H(z) =0se z <0, H(z) =1se z > 0.
E ¢ =) ¢ e d uma constante de integragao.

Considere as equagoes de (1)-(4) e apds realizar alguns cdlculos e um processo de
adimensionalizagao similar ao realizado em [9] obtém-se a equagao:

O(Sw) N OF (2, sw)
ot 0z

= qud(2). (5)
Com funcao de fluxo:
[qH(z) + d] 52 N 52 (1 — 50)%pwo
Fu(z, sp) = o Fullo ; (6)

(Sw)2 i (1- Sw)2
Hw Mo

sendo pwo = Pw — Po- Note a descontinuidade do fluxo em z = 0.

3 Um esquema Lagrangeano-Euleriano

Segundo [1,6,11], uma das questoes chave na resolu¢ao numérica de problemas de Cau-
chy, onde a equagao diferencial é uma lei de balanco do tipo (5), é a presenga de estados
estaciondrios na solucdo. Algumas estratégias nao preservam os estados estaciondrios dis-
cretos [6], por exemplo, aqueles que utilizam fluxo numérico tipo Godunov num método
de volumes finitos e acoplam diferengas centradas para o termo fonte [6]. Outra alterna-
tiva como o chamado “splittting” que decompoe os operadores para fluxo e termo fonte,
também nao é capaz de preservar os estados estaciondrios [6].

Devido a estas dificuldades esquemas conhecidos como ”well-balanced” tém sido por-
postos [8,11]. O método utilizado, neste trabalho, é baseado em [11] que desenvolveu uma
nova classe de esquemas Lagrangeanos-Eulerianos tipo diferencas finitas, que apresenta a
propriedade para ser ¢ well-balanced”.

Para uma lei de balanco na forma abaixo

0 0
5(8) + &F(S) =Q(s), em Q:=RxR* -

5(z,0) = so(z2),

em [11] foi proposto o seguinte esquema de diferengas finitas na forma Lagrangeana-
Euleriana:

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0171 010171-3 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0171

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

1
n+1 __
Syt = <

+%[%<g +g;?/f)/ Qe 0)dudt + %(g —g;lk)/ DnQ(s(z,t))dzdt},

n n n k n mn
Si1+257 + Si) - o (F(ZjJrl? Si1) = Flzj-1, Sj—l))+

onde (SJ") é a solugao numérica numa malha (Az, At), D7 é um certo volume de controle,
g; sao linhas de rastreamento exatas das particulas de fluidos que aproximam as quanti-
dades nao-lineares F'(s)/s, para detalhes ver [11]. A condigao para estabilidade numérica
¢ dada para CFL:

CFL < maw{maﬂfj{F’(Z’j)},maw{g?}}k - 212/2. o)

As fungoes F(zj—1,57 1) e F(zj11,57,) sao os fluxos descontinuos associados a con-
sisténcia do fluxo numérico dado por (10) e assume que [ [, Q(s)dzdt < co para todo
. J
J.
J{(S}?), j <o, '
F}n = F(zja S;l) = i[f(sjn) + h(S]n)] + i{fmaxv hmin}7 .7 = 0, (10)
h(S7), 7 >0,

onde, f(S7) e h(S}) sdo as fungdes de fluxo numérica a esquerda de j = 0 e a direita,
respectivamente. J& fiar = f(maz{s}, S7'}) € hiin = h(min{s;,S"}), sendo s} e sj, os
maximos de f e h, nessa ordem.

Para os termos do tipo [ fD? ) Q(s(z,t))dzdt, pode-se utilizar métodos numéricos de

integragao para obter uma aproximacao dos mesmos [11] e estao presentes alguns métodos
tais como, método dos trapézios e do ponto médio. Para este ultimo, tem-se que:

/ Qs(z ) dzdt = khQ(] + %(gyk R g). (1)
D7

j—1

3.1 Discretizagao do termo fonte delta de Dirac

Segundo [5] a técnica de regularizagdo numérica de termos singulares é muito im-
portante em processos computacionais. Para o presente problema, torna-se importante
substituir a distribui¢do ¢ de Dirac por uma familia de func¢Ges continuas que possa ser
usada na malha computacional. Assim, utiliza-se a seguinte “regularizacao”, que pode ser
encontrada em [5]:

1 .,z
5.(2) = ;@(g)v |z| < e=mh, (12)
0, |z| > € =mbh,

onde m é um numero de células tomadas na malha, ¢ é funcdo a ser escolhida tal que
de € C(R), isto é, p(—1) = p(1) = 0. A escolha da funcao ¢ é feita de forma a que d.(z)
satisfaga uma condigdo de momento de ordem 2 [5]. Para isto, escolhe-se a fungao linear
e€)=1-[¢lem=1.
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4 Solucao Numérica para uma classe de Problemas de Rie-
mann

Procura-se resolver uma classe de problemas de Riemann para o modelo proposto na
se¢do 2. Assim, considere o problema de Cauchy:

0 0
é(sw) + aFw(z, Sw) = quwd(2), em
(13)
s0(,0) = sy, 2 <0,
N7 s, 2> 0.

onde, F,(z,sy) é dada por (6) e s;, s, correspondem os estados iniciais a esquerda e a
direita, respectivamente. E importante destacar que o cédigo computacional usado para
obter a solucao foi validado previamente utilizando outras equacbes mais simples cujas
solugoes sao conhecidas em literatura, como a de Buckley-Leverett e outras.

Na Figura 1 encontram-se quatro exemplos de solugoes numéricas obtidas com o auxilio
do esquema Lagrangeano-Euleriano e da regularizacao do termo fonte em (12). A estrutura
das solugoes de Riemann em todos os casos apresentados mostram a existéncia de uma
onda de choque estacionaria separando as solugoes em dois grupos de ondas, um grupo
viajando com velocidade positiva para baixo e outro grupo viajando com velocidade ne-
gativa para cima no reservatério. Os grupos de ondas sao compostos por sequéncias de
ondas elementares como choques, rarefagoes ou estados de saturagao constante.

Por exemplo na Figura 1-(a) a solu¢ao é formada apenas por ondas viajando com
velocidades positivas, tem um choque estacionario em z = 0 separando os estados de
saturagao constantes inicial esquerdo s; = 1 e intermediario s, = 0.72, logo tem um
choque com velocidade positiva separando s, de s, = 0.1. Na Figura 1-(b) a solugao tem
um choque estaciondrio em z = 0 conectando os estados s; = 0.5 de s, = 0.32, seguido de
uma rarefacao que contém velocidades no intervalo [0, 0.58], logo depois tem-se um choque
adjacente a rarefagdo anterior até o estado s, = 1. Na Figura 1-(c¢) a solucao esta formada
pela seguinte sequéncia de ondas: o estado constante inicial esquerdo s; = 1, seguido
de uma onda de choque com velocidade negativa o = —0.25, seguido de uma rarefacao
adjacente ao choque anterior contendo velocidades no intervalo [—0.25, 0], seguido de um
choque estaciondrio em z = 0, seguido de um estado de saturagao constante s,, = 0.45,
seguido de um choque com velocidade positiva o = 0.6 (tal vez precedido de uma pequena
rarefagdo). A sequéncia de ondas da Figura 1-(d) é andloga ao da Figura 1-(a). Em todos
os quatro casos analisados as solucoes apresentam sequéncias de ondas de acordo com o
esperado pelas solugoes semianaliticas entrépicas obtidas em [3,4] através de uma extensao
da construcao de Oleinik para o nosso problema.

5 Conclusoes

Foi aplicado de um esquema Lagrangeano-Euleriano a um problema com origem na en-
genharia de petrdleo. Em termos gerais o método apresenta bom desempenho sendo capaz
de capturar as ondas de choques e rarefacao, assim como as ondas estacionarias produzi-
das pela descontinuidade no fluxo. O método também resultou efetivo no tratamento do
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Figura 1: Em todas as figuras utiliza-se os mesmos parametros, p, = o = 1,d = 0.15,
g = 0.1 e q, = 0.01l. Nas figuras (a) e (b) pwo = —0.9 e nas figuras (c) e (d) pwo = 0.9.
Em todos os casos CFL = 0,68, t =1, nodos = 513.
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termo de fonte fortemente singular em forma de delta de Dirac, onde a regularizagao tem
importante papel.
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