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Neste trabalho estudamos uma estratégia de pós-processamento local para a aproximação do
fluxo no contexto de problemas diferenciais eĺıpticos de segunda ordem. Para isso consideramos o
seguinte problema modelo, baseado na equação de Poisson

−div(K∇u) = f em Ω (1a)

u = 0 sobre ∂Ω, (1b)

onde Ω ⊂ R2 é um domı́nio limitado, convexo e com fronteira ∂Ω Lipschitz cont́ınua, f ∈ L2(Ω,R)
e K = K(x) é um tensor simétrico e uniformemente positivo definido.

No contexto do problema modelo (1), em muitas aplicações é necessário obter aproximações
em H(div,Ω) para o fluxo, definido por σ = K∇u. Este é o caso da modelagem de escoamentos
em meios porosos, onde obter aproximações precisas σh ∈ H(div) para o fluxo é fundamental para
resolver o problema de transporte associado [3].

Dentre os muitos métodos de elementos finitos capazes de resolver o problema (1), estamos
interessados no Método Hı́brido Primal (MHP). Neste método, proposto originalmente em [5] e
posteriormente analisado em [6], o espaço de busca contém funções descont́ınuas nas fronteiras
entre elementos vizinhos e, em contra partida, é adicionada uma nova variável λh relacionada aos
multiplicadores de Lagrange.

Dada uma discretização Th do domı́nio Ω, em [6] é demonstrado que a variável λh possui
significado f́ısico, podendo ser interpretada como uma aproximação para o fluxo normal sobre as
fronteiras dos elementos K ∈ Th, isto é

λh ≈ −∇u · n∂K |∂K para todo K ∈ Th, (2)

com n∂K denotando a normal unitária exterior à fronteira ∂K do elemento K.
Baseado na interpretação f́ısica dada pela equação (2), em [4] é desenvolvida uma estratégia

para aproximar o fluxo σ a partir da solução Hı́brida Primal. Essa estratégia consiste em um pós-
processamento dado por: Obtido o par (uh, λh) solução h́ıbrida primal para o problema modelo
(1), é constrúıdo um único σh ∈ RTm(Ω) tal que para cada K ∈ Th

σh · n∂K = λh, sobre ∂K, (3a)∫
K

(σh +K∇uh) · τ dx = 0, ∀ τ ∈ Ψm(K), (m ≥ 1). (3b)
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Aqui RTm(Ω) denota os espaços de Raviart-Thomas de ordem m, descritos em [2] e

Ψm(K) =

{
Pm−1(K)× Pm−1(K), se K é triangular,

DF−1
K τ̂ ◦ F−1

K : τ̂ ∈ Pm−1,m(K̂)× Pm,m−1(K̂), se K é quadrilateral,
(4)

onde FK é o mapeamento bijetivo que mapeia o elemento padrão K̂ no elemento geométrico
K ∈ Th, DFK é a matriz Jacobiana de FK e JFK o seu determinante. Denotamos também por
Pr(K) o espaço dos polinômios sobre K de grau total até r e por Pr,s(K̂) o espaço dos polinômios

sobre K̂ de grau até r na primeira coordena e até s na segunda.
É demonstrado em [4] que o fluxo aproximado σh obtido por (3) pertence ao espaço H(div,Ω),

apesar de ser gerado localmente. Além disso, assumindo que a solução exata para o problema (1)
seja suficientemente regular, é desenvolvida a análise de convergência da estratégia na norma de
L2(Ω,R2), pela qual a seguinte estimativa para o erro é obtida

||σ − σh||0,Ω ≤ Chm+1(|σ|r,K + |u|r+1,K), (5)

onde h é o máximo dos diâmetros dos elementos de Th e C é uma constante independente de h.
Neste trabalho desenvolvemos também a análise de convergência da estratégia definida por (3)

na norma de H(div,Ω), algo que não foi trabalhado no artigo original. Para isso usamos resultados
mais gerais, demonstrados em [1], sobre a aproximação por elementos finitos em H(div,Ω) para
malhas quadrilaterais gerais.

Por fim, foi realizada uma série de experimentos numéricos com o objetivo de verificar as
taxas de convergência previstas teoricamente. Os resultados numéricos encontrados concordam em
totalidade com a análise desenvolvida, corroborando para a validação da mesma.
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