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Resumo. Este artigo apresenta uma modelagem para as principais relagoes entre elemen-
tos geométricos na algebra de Clifford Claf 3,1, isto &, na dlgebra dos quatérnios duais. As
defini¢oes das relacoes e intersecoes apresentam um padrao em sua forma e deixam a mo-
delagem de algumas aplicagOes na robdtica analiticamente mais compactas e diretas. Ade-
mais, a liberdade de escolha entre os elementos geométricos disponiveis torna a modelagem
cinematica mais flexivel que as abordagens tradicionais, criando novas ferramentas para
analisar as tarefas nos ambientes que utilizam manipuladores robdticos. Exemplos serao
utilizados para ilustrar algumas possiveis aplicagoes.
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1 Introducao

O avanco tecnoldgico foi responsdavel por um processo de automacao dos meios de
producao com o uso intenso de robos, substituindo, em parte, o trabalho humano, ou
realizando parte das tarefas repetitivas, inseguras ou insalubres. A robotizacao foi res-
ponsavel por melhorias na produtividade e qualidade de produgao. No entanto, surgiram
novos desafios tecnolégicos como o controle preciso dos sistemas robdticos necessitando
uma melhor modelagem cinemaética dos dispositivos que compde o sistema.

Os robos manipuladores sao os dispositivos robdticos mais utilizados na indtstria, e
constituem-se, basicamente, de juntas, elos, e de um efetuador final (E-F), que é res-
ponséavel pela execugao de diferentes tarefas [1].
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A anadlise cinemadtica é necessaria para o controle de qualquer tarefa e pode ser mo-
delada por meio de diversas ferramentas matemadticas como a algebra matricial, algebra
vetorial, diferenciacao, entre outras [1,6,9].

Como forma alternativa de abordar a cinemaética de manipuladores, Yang e Freudens-
tein [10] inclufram os nimeros duais na modelagem das transformagoes de corpos rigidos
(rotagoes e translagdes), o que promoveu investigagoes paralelas aos métodos mais co-
muns na analise cinematica. Os nimeros duais permitem novas formas de representacoes
para as funcOes reais, além de transformar quatérnios em quatérnios duais, todos casos
particulares de algebras de Clifford [4].

Com auxilio dos quatérnios duais é possivel representar um E-F por diversos elementos,
os quais podem ser utilizados na analise cinematica como forma alternativa para a solugao
de problemas relacionados a uma melhor representacao da tarefa e de sua execugao.

Neste artigo, o principal objetivo é apresentar algumas relacoes entre os elementos
geométricos na algebra dos quatérnios duais, deixando a analise cinemadtica ainda mais
robusta e flexivel do que j4 foi percebido em [5], oferecendo ideias para analisar e resolver
a cinemadtica de manipuladores com énfase em tarefas industriais robotizadas.

2 Elementos nos Quatérnios duais

Um quatérnio dual h é um elemento de R® que envolve dois quatérnios ¢; = wi + 1 i+
yjtzik=wi+v01eq=wr+Toi+ysj+ 20k =ws+ o, onde i, j e k sdo as unidades
dos quatérnios, i2 = 2 =k*=ijk=—1:

h=(wi+zi+yij+21k)+e(ws+aoi+tys]+20k)=w + 0 +e(ws + 0),

com ¢ a unidade dual, 2 = 0. A dlgebra (ndo comutativa) dos quatérnios duais é isomorfa a
algebra de Clifford Claf 3.1 € integraliza o operador de deslocamento, dado pela equacao (12),
e varios elementos geométricos como elementos bésicos nessa dlgebra. Para dois quatérnios
duais h1 = q1 +eq2 e hg = p1 +epo, tem-se h* = ¢} +eq5, h=q —eq, h* = ¢} — ¢},
hthy = (q1 £p1) +e(q2£p2), hiha = (q1p1) +e(qip2 +q2p1), € o produto entre quatérnios,
em sua versao vetorial, q1qo = wiwg — Uy - Vs + Wyt + woth + U1 X Vs.

Maiores detalhes sobre a algebra dos quatérnios e quatérnios duais podem ser encon-
trados em [4,7] e [5].

Os pontos (P), vetores (V), planos (II), retas (L) e helicoides ($) foram definidos
em [4,5] e apresentados nas equagoes em (1):

P=1+0+e(0+p), V=0+0+c(0+%), HO=0+i+e(—d+0),
L=0+1+ec(0+m), $=0+5+ec(0+nm+A35),

onde p = ¥ constitui as coordenadas do ponto/vetor no R?, [ é o vetor diretor e 1 é o
momento da reta L (similarmente para o helicoide, com vetor diretor § e momento m),
A o passo helicoidal [6], 77 o vetor normal do plano que dista d & origem do sistema de
coordenadas referencial. O momento 17 é dado pelo produto externo entre o vetor posicao
da reta/helicoide e o vetor diretor. Na reta m = l_E] x I e no helicoide, m = 53 X §.



A representagao de pontos, retas e planos também foi investigada em [2], [8], [3] e [5]
diferenciando-se, principalmente, pela dlgebra utilizada para definir esses elementos.

As transformacoes de rotagao e translagao de pontos, vetores, retas, helicoides e planos,
desenvolvidos em [5], sao definidas pela equagao (2):

ey ~ [ h* se £+ PV, ou Il
§=h&h,  onde h_{h*, se £+ L, ou $. 2)

3 Relacoes e intersecoes dos elementos

Nesta secao apresentamos algumas relagoes e intersecao entre elementos, observando
o padrao com que elas sdo dadas. As andlises podem ser aplicadas para outros casos.

Intersecao entre reta e plano
Considere a reta L =0+1+¢(0+m) e o plano Il = 0+ 7 + e(—d + 0). Caso a reta L
nao seja paralela ao plano II, L N II = P. Neste caso valem as relagoes na equagao (3):

p=—d

ﬁxf

St

:}=>ﬁx(ﬁx5=ﬁ<ﬁ-f>—f<ﬁ~ﬁ>=—kﬁ+dﬁ (3)

m

com k €R, k=7 x m + dl. Pelas observacoes nas equacoes em (4),

UL =il +e(—im—dl) = —it- [+ x [+ e - m— it x m—dl), n
LY =17 + e(miit — dl) = —1 - it + 1 x i + (=17 - 7 + 7 x it — dl),

concluimos que o ponto de intersecdo P = 1+ 0 + (0 + ) é dado na equacéo (5):

—

:i(HerLH):1+6+s(o+ﬁxm+df), k=—i-l. (5)

P
2k

Intersegao entre planos
Sejam dois planos IT; = 0+17i1 +¢ (—d; +0) e I = 04172+ (—d2+0). Caso 7iy # e,
IT; NIy = L que tem vetor diretor [ := 71 X 7i; e momento definido na equagao (6)

iy - lg = —di L .
5 —— m = loXl:l()X(nl Xﬁz):dlﬁz—dznl. (6)
iy - lg = —do

Pelas observagoes nas equacoes (7),

11, ﬁg =nins + E(dgﬁl — dlﬁg) = —ﬁl . T_ig =+ ﬁl X ﬁz + 5(d2ﬁ1 - dl’r_ig),

(7)

H2 ﬁl = noni + E(—dgﬁl + d1ﬁ2> = —ﬁl . ﬁg — ﬁl X ﬁQ — E(dgﬁl — dlﬁg),
concluimos que a reta de intersegao é dada pela equagao (8):

1

L
2

<H1 Iy — 11y ﬁ1> =0+ 71 x flg + (0 + dafiy — di7ia). (8)



Relacoes entre retas Para a maioria das aplicagoes, a intersecao entre retas torna-se
invidvel, j4 que os movimentos de um robo definem retas reversas em quase sua tota-
lidade. Deste modo, é mais conveniente descrever qual ou quais as condigoes para que
ocorra a intersecao entre duas retas. Estas condigoes entram como restricoes a modela-
gem cinematica.

Considere duas retas Ly = 0 + I; + e(0+m1)e Ly =0+ L+ £(0 4 7mi2), com angulo
a entre elas. Logo, cos(a) = .y Seja g a distancia entre as retas, a qual é dada
pelo comprimento do vetor paralelo & normal comum das retas. Se 7] e 5 sdo 0s vetores
de posigao onde ocorre a normal em L; e Lo, respectivamente, entdo 7 — 7 || l_i X l;

e ||[Proj g, ("1 —72)|| = g. O desenvolvimento dessa relacdo faz chegar gsen(a) =
SC(a)

fl - Mo + lo - my1. Portanto, a condicdo para a existéncia de intersecdo entre retas em
quatérnios duais é que seja nula a parte dual do produto apresentado na equagao (9)
(observe que v # 0 ou 7):

—

1 [ — -
§<L1L§ — LQLT) =1l -ls+ 6(l1 -Mmo + g - T?Ll) (9)

4 Modelagem cinematica

Na anélise cinematica de manipuladores estamos interessados em obter equacoes algé-
bricas que relacionam a postura de um corpo rigido com os parametros das juntas atuadas
do manipulador [6,9]. A postura do E-F, denotada por £ e apresentada na equagao (10),
refere-se a orientacdo R € SO(3) e a posicao t € R>:

1000 1 07
5‘(5 T w)‘(? R)’ (10)

onde Rsys = {u, v, W} é a orientacao e t a posicao do corpo em relagéo a um referencial G
adotado como fixo na modelagem.

Além disso, para cada junta ativa de um manipulador serial composto por n juntas
(rotativas ou prisméticas) faz-se corresponder um operador de *H; € SFE(3) correspondente
a agdo da junta no movimento do manipulador e cuja definicao algébrica depende da
técnica utilizada para a andlise cinemaética, ou pela metodologia de Denavit-Hartenberg ou
por helicoides sucessivos [6,9]. A composi¢ao dos operadores resulta no operador global
que é responsavel por representar a configuragdo dos corpos em movimento no sistema
referencial G. Vide Figura 1 (esquerda).

A andlise cinemética fundamenta-se, portanto, na equagao (11)

o _ <gH11H2 » .n—lHnan) £=9H,E¢, (11)

onde YHe = YH'Hy---""1H,"He é o operador global. E comum incorporarmos o refe-
rencial G a base do manipulador.

Uma representacao alternativa para SFE(3) é dada por quatérnios duais. Uma rotagao
de magnitude 6 radianos em torno de um eixo definido pelo vetor diretor unitario § é



modelada por hr := cos% + §( seng) +e0+e0= q+e0+¢ 0 enquanto que uma translagao

ao longo do vetor i é dada por hy =1+ 0420+ s%. Assim, um deslocamento (rotagao
seguida por translagao) é definido como na equagao (12)

h::hThR:q—kE%q, (12)
onde ¢ = cosg + 5( seng) e t =0+ sdo as componentes rotacional e translacional [4,7].

Na élgebra dos quatérnios duais, os operadores que representam as juntas ‘H; na
equacao (11) sao substituidas por quatérnios duais na forma da equagao (12), que possuem
o mesmo significado que as matrizes homogéneas naquela modelagem. Além disso, como foi
observado na equagao (2), a equagao para a andlise cinemética é dependente do elemento
escolhido.

Na modelagem por quatérnios duais é possivel utilizar um conjunto de elementos
geométricos para representar o E-F. A depender da aplicacdo, os elementos desse conjunto
podem ser pontos, vetores, retas, helicoides ou planos. Além disso, é possivel utilizar

elementos geométricos de classes distintas para representar um E-F.

5 Aplicacao na robdtica

Utilizando a algebra dos quatérnios duais, as definigoes de pontos, vetores, retas, he-
licoides, planos, condicoes de incidéncia, intersecao ou outras relagoes, pode-se analisar e
resolver a cinematica para diversas tarefas em robdtica.

A soldagem executa sua tarefa sobre pontos especificos de uma superficie ou, mais
geralmente, ao longo de uma trajetéria. Vide Figura 1 (direita). A tarefa de soldagem
pode ser modelada com auxilio de uma reta e um vetor em quatérnios duais. Uma reta é
empregada para representar o E-F enquanto que o vetor é definido pela normal a trajetoria.
O vetor diretor de L é definido pelo oposto do vetor normal 7. Um vetor posi¢cao para a
reta L pode ser tomado como o proprio ponto sobre a trajetoria.

Figura 1: Frames em um manipulador (esquerda). Tarefa de soldagem (direita).

E importante ressaltar que tanto o vetor diretor de uma reta quanto o vetor normal de
um plano devem ser unitdrios. Tais vetores servem como guia para a definicdo das retas
que representam o E-F. O vetor 7 é fixado pela trajetéria da tarefa de solda enquanto que
a definicao do vetor I pode ser flexibilizada, admitindo-se uma folga para a tocha de solda
de um angulo de +a° em relacdo 7.



Para a tarefa de furagao ou parafuzamento, vide Figura 2 (esquerda), conhecidos o
plano tangente a superficie que se deseja realizar uma tarefa de furagao/parafuzamento,
o E-F tem sua configuracao determinada pela reta definida como no caso da soldagem,
considerando-se, agora, o vetor normal que define o vetor diretor da reta como sendo o
vetor normal do plano.

Nas tarefas que utilizam a cooperacdo entre manipuladores, vide Figura 2 (direita),
duas retas em cada E-F podem ser utilizadas. Uma das restri¢coes incorporada as equagoes
cineméticas do sistema é que L; N Ly # (. Com isso, a intersecao entre as retas resulta
na posicao da garra de execucao da tarefa, que pode ser utilizada como parametro de
referéncia para confirmacao da realizacao da tarefa, bem como para analisar se tal ponto
pertence aos espacos de trabalho dos manipuladores.

Figura 2: Tarefa de furagdo ou parafuzamento (esquerda). Sistema robdtico cooperativo
(direita).

6 Conclusoes

Este artigo apresentou a modelagem para as intersegbes entre pontos/vetores, re-
tas/helicoides e planos na algebra dos quatérnios duais e destacou aplicagoes na robdtica.
Para integralizar o estudo do deslocamento desses elementos o artigo dos mesmos auto-
res [5] deve ser investigado.

Para a grande maioria das relagoes entre os elementos geométricos a equagao apresen-
tou-se de forma padronizada, diferenciando-se apenas por uma questao de conjugacao, que
se faz necessédria para balancear a ndo comutatividade do produto quaterniano e algumas
propriedades da algebra de Clifford. A investigacao teve motivacao em Selig [8], que
utilizou a algebra de Clifford Clp 31 para definir alguns entes geométricos, alguns deles
foram definidos por elementos de grau impar, outros por elementos de grau par. No
entanto, em nosso artigo toda a abordagem foi tratada na subalgebra par Claf 3.1 (isto é,
na &lgebra dos quatérnios duais), de modo que nao se teve interferéncia dos elementos de
grau impar da algebra de Clifford Clp 3 1, obtendo alguns resultados semelhantes e outros
distintos em relagao a [8].

Percebeu-se uma grande flexibilidade na modelagem cinemética com o auxilio da
algebra dos quatérnios duais e representacao de elementos geométricos, a qual é acentuada
ainda mais pelo fato de que nao ha limitacao para a utilizagdo de elementos geométricos,
podendo-se utilizar mais elementos do que o minimo necessario para descrever completa-
mente a configuracao do E-F. Por exemplo, ao invés de utilizar somente duas retas para



representar o E-F, pode-se utilizar duas retas e dois planos. A conveniéncia desse acréscimo
deve ser analisado, pois acarretara na adigao de (mais) restrigoes a andlise cinemética. Essa
ideia pode ser utilizada quando existem infinitas solugoes para uma desejada configuracao,
de modo que o acréscimo de restrigcoes refinara as solugoes, chegando a resultados mais
adequados. Os casos onde a intersecao nao é garantida (p.e. cooperacao de robds), a
equacao de intersecao auxilia a modelagem, incorporando restrigoes ao problema.

Futuros trabalhos abrangerao as aplicacoes apresentadas, seguido de uma andlise com-
putacional para analisar a viabilidade e implementacao de métodos que incluem as ferra-
mentas desenvolvidas.
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