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A anilise estatistica de dados direcionais é amplamente utilizada em diversas dreas da ciéncia,
tais como: Climatologia, Astrofisica e Oceanografia [5]. Na prética, existem muitos sistemas de
coordenadas que podem ser utilizadas para representar pontos esféricos, além de métodos para
obter suas projecoes sobre o plano. Um deles é baseado em sistemas de coordenadas polares.

Imagine que queiramos analisar um conjuntos de diregoes ou vetores unitarios na hiperesfera
unitdria Q, := {# € R9: 2Tz = 1}. A principio a distribui¢io von Mises-Fisher (vMF) pode ser
um excelente candidato e é amplamente usada para modelar dados que se concentram nos polos.
Ela possui dois pardmetros responsédveis por regular a locagdo, p, e a concentragao, x € [0, 00).

A densidade da vMF tem a forma (para p,x € §)

fonp (@3 p, 5) = ag (k) exp(r [ a]), (1)

em que a; (k) = k9 C=D/ [(27)2/21(4/2)_1(k)] é a constante de normalizacdo e I,(-) representa
a fungdo de Bessel modificada de primeiro tipo e ordem ¢ [2]. Neste caso dizemos que = ~
vMF,(p, ). Quando g = 3, configurando um cenério tridimensional, as observacoes sdo plotadas
na esfera unitdria. Contudo, quando ¢ = 2 os pontos sao identidicados sobre a circuferéncia de
raio unitério.

Conforme discutido em [2], se z ~ vMF,(u, k) entdo o produto interno estocdstico T :=
T(u, ) := (u,r) = u' = tem densidade (para t € [—1,1])

Fr(t) = a;~ (k) exp(st) (1 - 12)"F, (2)
em que a; "' (k) = wy_1 a5 (K), wy = 2(m)4/2 /T(q/2) e T'(-) é a funcdo gamma. Desde que X seja
rotacionalmente simétrico sobre p, a densidade da projecao p' X é dada por (2) [3]. Essa densidade
sera a chave para determinar a distribuicao da medida de distancia proposta neste trabalho.

Observe que T descreve a associagao entre possiveis resultados da vMF e seu parametro de
localizagao, indicando quao concentrado é o resultado. E conhecido por [4] que a concentragao é
um dos fendémenos mais importantes na teoria de dados direcionais. Embora muitos pesquisadores
tenham dedicado seus estudos a concentragao, nao conhecemos nenhuma estatistica ou mecanismo
para checar alta ou baixa concentracao, lidando com este fenémeno diretamente. Neste artigo,
entendemos que a proposta de distribuicao de uma medida de distdncia em termos de T pode ser
uma boa maneira de estudar a concentragao.
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A partir da Equagdo (2), é possivel calcular a funcao de distribuicdo acumulada (fda) da
distancia estocdstica

D :=D(x,p) := 1 -T2 (3)

Na pratica, cada resultado gerado a partir deste modelo pode ser entendido como uma medida
da distancia D(-,-) entre uma observagao esférica distribuida de von Mises-Fisher e seu pardmetro
de localizagao. Dessa forma, ao invés de realizar uma anélise multivariada dos dados em uma
esfera unitaria tridimensional, configurando um cendrio mais complexo, derivamos uma medida de
distancia para capturar a concentracao de pontos esféricos.

Nossa abordagem trata da andlise descritiva de uma medida de distdncia em (0,1). Para esse
fim, fornecemos uma nova distribuicao derivada de uma medida de distancia entre pontos vMF
distribuidos na esfera unitdria. A partir dessa nova lei, também desenvolvemos uma nova abor-
dagem para identificar fené6menos de alta concentracao em dados direcionais. Nés mostramos que
se os dados esféricos seguem a lei de von Mises-Fisher, entao sua concentragao pode ser modelada
por nossa distribuicdo. Algumas de suas propriedades sao derivadas e discutidas: funcao geradora
de momento, curtose, assimetria e matriz de informacao de Fisher. Sao forneceidos procedimentos
inferenciais baseados em probabilidade, ambos: estimagao pontual e teste de hipotese. Os estudos
de simulagao mostram que as estimativas de méaxima verossimilhanga desempenham assintotica-
mente bem, mesmo em amostras pequenas. Observamos que o teste da razao de verossimilhangas
supera frequentemente os testes de Wald e score para a distribuicao T'D.

Fizemos uma aplicacao para dados paleomagnéticos e ilustramos como nosso modelo é em-
pregado para analisar a concentracao de dados esféricos. Para tanto, utilizamos analises graficas
e testes de hipdteses. Os resultados mostram que a medida de distancia aplicada aos cossenos
direcionais é capaz de fornecer evidéncias a respeito da dispersao de pontos esféricos.
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