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Resumo. Neste trabalho uma solugao é proposta para a equagao de transferéncia radiativa
em meio homogéneo unidimensional, buscando avaliar densidade de radiagao e propriedades
espectrais tais como reflectancia e transmitancia, que podem, por exemplo, estar associadas
a caracterizacao de uma vegetacao. Resultados numéricos obtidos com o método analitico de
ordenadas discretas (ADO), para diferentes formulagoes das condigbes no contorno do meio,
sao discutidos e comparados aos de outros trabalhos que fizeram uso de métodos analiticos
classicos, no tratamento de problemas unidimensionais e homogéneos relacionados a area de
transferéncia radiativa. A andlise dos resultados mostra que a formulagao ADO é precisa e
computacionalmente eficiente.

Palavras-chave. Método de Ordenadas Discretas, Reflectancia, Transmitancia

1 Introducao

O conhecimento da interacao da radiacao solar com vegetagoes é fundamental para a
interpretacao de dados de sensoriamento remoto, para o desenvolvimento de metodologias
de andlise das informacgoes de monitoramentos quantitativos e qualitativos e para a criagao
de novos sensores. A parte do organismo vegetal envolvida nessas interacoes é denominada
dossel, constituido por um conjunto estruturado de folhas, caules, espigas e flores, conforme
o tipo e as condicoes da vegetacao. Um determinado dossel é caracterizado pela sua
constituicao, pelo comportamento espectral de seus componentes, sua estrutura interna e
sua organizagao no espago [9].

Estudos buscam modelar a transferéncia radiativa em copas de vegetacoes densas, uti-
lizando a equacao linear de Boltzmann para obter resultados numéricos das interacoes da
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radiacao solar nos dosséis [5,8]. Partindo de conceitos fundamentais que configuram a
elaboracao de tais modelos matematicos, neste trabalho, partimos da formulagao unidi-
mensional e homogénea da equacao de transferéncia radiativa, cuja solugao é determinada
pela aplicacao do método analitico de ordenadas discretas (ADO) [2] e chegamos ao célculo
de razoes como reflectancia (razao entre a energia radiante refletida e a energia radiante
incidente) e transmitancia (razao entre a energia radiante transmitida e a energia radiante
incidente) com interesse futuro no estudo de vegetagoes.

2 Formulagao Matematica

Consideramos a formulagao unidimensional da equacao de transferéncia radiativa em
meio homogéneo [4]

oI (ro) + 1) = Zm ) [ i a )

onde 7 € (0,79) é a varidvel 6ptica (adimensional), 79 0 comprimento éptico do meio plano-
paralelo, u € [—1,1] é o cosseno do angulo polar medido a partir do eixo 7 positivo, w €
[0, 1] é 0 albedo para o espalhamento simples (relacdo entre o coeficiente de espalhamento e
o coeficiente de extingao). Os 35 sdo os coeficientes da expansao da funcao de espalhamento
escrita em termos de polinomios de Legendre, e podem ser obtidos por uma férmula

recursiva [7] N Lt
+ +1-
Bl_<2l—1> <L+1+l>ﬁl_1’ @

paral=1,2 ..., L, com By =1, sendo L o grau de anisotropia do problema.
Estamos considerando a solucao da Eq. (1) sujeita as condigdes de contorno

1
10, p) = Fi(p) + p11(0, —p) + 20?/0 100, —p )y dpe (3)

1
I(r0, —p) = Fap) + p3I (70 1) + 2% /0 I(ro, i )il i (4)

para p € (0,1], Fi(u) e Fo(u) sao conhecidas e referem-se a distribuicao de radiagao
incidente em ambas as fronteiras do meio, pf e p5 sao os coeficientes de reflexao especular
e p{ e pd sdo os coeficientes de reflexdo difusa.

3 Solugao em Ordenadas Discretas

De acordo com as referéncias [4] e [2], para se obter uma solugao mediante a aplicagao
do ADO, reescrevemos o termo integral da Eq. (1) como

’

P () + 1) = Zﬂsz / RO i) + (=)'~ g (5)
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Assim, a versdo em ordenadas discretas da Eq. (5) fica escrita tal como um sistema de
equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, para i = 1,2, ..., N, na forma

d
i L(7 ) + 1 () = Zﬁlpl i Zkaz P (T, 1) + (=D (, —p)] - (6)

i1, =) + (7 Z@Pl p zwm (7, =)+ (=1 T, ), (7

sendo pj e wy 0s respectivos nds e pesos do esquema de quadratura (arbitrario), com N
pontos, definido sob o intervalo (0, 1].

Buscando resolver o sistema anterior, supomos uma solucao escrita em termos de uma
funcao exponencial

I(7,£4) = (v, £p3)e ™7, (8)

que ao ser substituida nas Eqgs. (6) e (7) resulta no sistema

(1 ¥ %) d(v, £pi) = Zﬁsz (144) ZWsz ()¢ (v, £) + (1) b(v, Fw)],  (9)

parai=1,2,...,N.
Para introduzir uma notacgao matricial, definimos os vetores de ordem N x 1

D1(0) = [6(v.£m) (v, ) .. o(v. )] e TU1) = [Aur) Palpa) - Pi)] - (10)

as matrizes diagonais
M = diag{m,ug,ug,,...,u]v} e W= diag{wl,wg,wg, ...,wN}, (11)
bem como os vetores
U=2,(v)+P_(v) e V=04(v)—D_(v). (12)
Entao, a Eq. (9) pode ser escrita como

<1N:F M) Zﬁln OTWoL) + (—D'o- (). (13)

Adicionando as equagbes escritas em (13) (e posteriormente subtraindo as mesmas) obte-
mos ap6s simplificagoes [4]

EX = %Y sendo E = (IN - = ZBZH OTWL+ (- )ﬂ) M1 (14)
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FY = %X sendo F = <IN - = Zﬁlﬂ (HTW[1 - (—1)l]> M (15)

onde
X=MU e Y =MV. (16)

Para estabelecer o problema de autovalores, prosseguimos de forma a isolar Y na Eq.
(14) para entao substitui-la na Eq. (15). Assim

(FE)X =)AX onde \= % (17)
O problema de autovalor obtido nesta formulagao estd baseado apenas nos pontos po-
sitivos da quadratura. Sendo assim, apresenta ordem reduzida (ordem N/2) se comparado
aos obtidos nas aproximacoes de ordem N das metodologias usuais de emprego do Método
de Ordenadas Discretas.
Das Egs. (14) e (15), podemos escrever:

D () = g M (In 4 E) X() © @ () = JM 7 (Iy —E) X(). (19)

Tendo calculado os autovalores e autovetores dados pela Eq. (17), e com a deter-
minacao das solugoes elementares 1 (v;) e ®_(v;), escrevemos a solugao da Eq. (1) na

forma
N

Ii(1) = Z [qu)i(yj)e_ﬂ”j + qu)jF(uj)e_(TO_T)/”f], (19)
j=1
onde 7y ¢é a espessura 6ptica do problema, ou de acordo com a notagao matricial

Ii(7) = (I(7, £m) I(7, £ps) ... I(1,£pn5))" . (20)

Para finalizar a composicao da solugao, precisamos ainda determinar os coeficientes
Aj e Bj, para j = 1,..., N, que sao obtidos mediante substituicdo da Eq. (19) em ambas
as condigoes de contorno dadas pelas Egs. (3) e (4). Obtemos assim, o seguinte sistema
linear de ordem 2N x 2N

Z[ACI)JF (vj) + Bj®_(vj)e TO/Vj]—p ﬁ:[ —(vj) + B;®4(vj)e TO/Vj:|

Jj=1 J=1

_2'01 Z Zwkuk[ jO(5, =) + Bio(vj, pi)e TO/Vj] = F1(pa), (21)

k=1 j=1

NE
-

[Aj‘bf(’/j)e_m/”j + BJ<I>+(VJ‘)] — P
1 J

—2,02221%%[ 0w, p)e” ™" + B (v, —Mk)] = Fo(pi), (22)

k=1 j=1

[qu)+(yj)€_7—0/yj + qu),(ljj)]
1

.
Il
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para i = 1,..,N e pu € (0,1]. Nestas equagdes, as expressoes vetoriais F1(p;) e Fa(p;)
possuem seus componentes definidos em funcao da radiagao incidente (conhecida), F;(u)
e Fy(p), respectivamente. A escrita das Egs. (21) e (22) complementa a referéncia [4] em
termos da formulagdo ADO para problemas unidimensionais e homogéneos relacionados a
area de transferéncia radiativa.

4 Problemas Teste e Resultados Numeéricos

A partir da determinagao da intensidade de radiagao I(7,u), podemos entao avaliar,
por exemplo, a densidade de radiacao [4]

1
o(r) = / I(r. 1), (23)

-1

que em termos da solucao em ordenadas discretas dada pela Eq. (19), passa a ser escrita

COomo N N
Z |: 77’/1/3 + B e — (70— T)/V]] Z w; |:¢(Vj’ :U’Z) + ¢(Vj’ _Mi)] ' (24)
Jj=1 -

Segundo a referéncia [5], definimos reflectancia como a razao entre a energia radiante
refletida e a energia radiante incidente. Assim

_ Jo 1I(0, —pu)dpe
Jo 1I(0, p2)dp

que em ordenadas discretas, de acordo com dados do problema 2 especificado a seguir,
pode ser escrito como

(25)

N

N
R=2) wimy [Ajﬁf)(yja —pi) + Bjo(v;, Mz’)e_m/yj} : (26)
i=1 =1

Ainda de acordo com a referéncia [5], definimos transmitancia como a razao entre a
energia radiante transmitida e a energia radiante incidente. Assim

o #I(ro, p)dp

T : (27)
Jo 1(0, p)dp
cuja expressao equivalente em ordenadas discretas (segundo dados do Problema 2) é
N N
= 22 Z [ jo(Wj, pi)e _TO/VJ + Bjd(vj, /Jz)} (28)
=1 j=1

Para validacao da solugao obtida pelo método ADO [2], testamos problemas que se di-
ferenciam pelas formulagoes de suas condigoes de contorno, escolhidos especificamente por
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ja terem sido avaliados por métodos analiticos. Para testar a programacao em FORTRAN
formulada para este trabalho, reproduzimos os casos teste com os mesmos parametros
utilizados respectivamente nas referéncias [3] e [4] para cdlculo de densidade de radiagao,
onde também se fez uso do método ADO [2], e chegamos exatamente aos mesmos resul-
tados numéricos. Em sequéncia, buscamos ampliar a proposta apresentada em [3] e [4],
assumindo valores diferenciados para as radiagoes incidentes Fy(u) e Fo(u) (Problema 1),
além de que implementamos neste trabalho célculos de reflectancia e transmitancia (Pro-
blema 2). Os autovalores e autovetores que compoem a solu¢ao apresentada foram obtidos
mediante uso da subrotina RG do pacote de subrotinas EISPACK-LINPACK.

Problema 1. Para compor este caso teste onde avaliamos a Eq. (24), consideramos
as condigoes de contorno completas, com inclusao de reflexao especular e difusa. Tal como
na referéncia [1] adotamos o parametro L = 99 (caso anisotrépico), comprimento éptico
70 = 10, albedo @ = 0.99, pj = 0.1, p{ = 0.2, p5 = 0.3, p4 = 0.4, com radiacdes incidentes:
Fi(p) =+/1—p?+ 1-5-1/12 +ulog(p)e ™ e Fo(u) = 0. Na referéncia [1] os autores utilizaram
o cldssico método Py, cujos valores para a densidade de radiacao 14 expostos (Tabela 1)
com N = 199 puderam ser totalmente reproduzidos via método ADO a partir de N = 30.

Problema 2. Na formulagdo deste teste, consideramos trés diferentes valores para o
albedo (w = 0.2, 0.8 e 0.995), assumindo L = 0 (caso isotrépico), pj = p = p§ = pd =0,
radiagoes incidentes Fi(u) = 1 e Fo(u) = 0. Aqui, fizemos a avaliacao de reflectancia e
transmitancia, dadas respectivamente pelas Egs. (26) e (28).

Os resultados obtidos via ADO na avaliagdo das Eqgs. (26) e (28) considerando seis
valores para o comprimento 6ptico (79=0.1, 0.5, 1.0, 2.0, 5.0 e 10.0), foram comparados aos
da referéncia [5] (caso em que o albedo é considerado uniforme) onde foi usado o método
aproximado Fj,.

Na referéncia [5] é observada uma precisao de quatro a cinco digitos obtidos pela apro-
ximagao F%, cuja ordem nao tem relacao direta com a ordem de quadratura em ordenadas
discretas. Neste trabalho, reproduzimos estes mesmos valores a partir de N=12, a menos
dos resultados para 79 = 0.1 e 19 = 0.5, cujas discrepancias ocorrem apenas em alguns dos
dois ultimos digitos apresentados nos resultados correspondentes a estes dois comprimen-
tos épticos especificos. Variacoes de resultados para 79 = 0.1 também foram observadas
por Clements e C)zi@ik quando os autores compararam os resultados que obtiveram com
outros trabalhos de abordagens exatas. Observa-se que mesmo aumentando o valor de NV
(testados N =20, N =50, N = 100 e N = 200) nao ocorrem alteragdes nos resultados
obtidos via método ADO.

5 Conclusoes

Ressaltamos que os casos teste das referéncias [3] e [4] e ambos os Problemas 1 e 2
j& haviam sido analisados através do método ADO em [6]. Contudo, os resultados para
reflectancia e transmitancia com N < 10 da referéncia [6] nao se equivalem aos valores
obtidos neste trabalho onde a convergéncia de trés digitos ja é assegurada a partir de N =
6. H4 um comentdrio na referéncia [6] que revela possibilidade de erro de implementacao
da solugdo ADO tendo em vista a inconsisténcia de valores obtidos naquele trabalho para
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N < 10, fato que agora ficou comprovado.

Assim, em funcao dos bons resultados alcancados na resolucado dos diferentes casos
abordados neste trabalho, pretendemos prosseguir estudando a aplicabilidade do método
ADO [2] na solugao de problemas de transferéncia radiativa. Para trabalho futuros, serao
considerados problemas unidimensionais com termos de fonte (ndo homogéneos), fato que
trard a associagao de solucgbes particulares a solucdo aqui apresentada. Tais modificactes
devem tornar possivel o calculo de reflectancia especificamente para vegetagoes, bem como
absorcao da radiagao (transmitancia) pelo solo.
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