Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Trabalho apresentado no CNMAC, Gramado - RS, 2016.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics

Modelagem Matematica de Motor de Corrente Continua e
Analise Dinamica

Ivan Paulo Canal

Programa de Pés-Graduacao em Modelagem Matematica, UNIJUf, [jui, RS
Instituto Federal Farroupilha Campus Panambi, Panambi, RS

Antonio Carlos Valdiero?

Programa de Pés-Graduagao em Modelagem Matematica, UNLJUI, Tjui, RS

Manuel Martin Pérez Reimbold?
Programa de Pés-Graduagao em Modelagem Matematica, UNIJUf, Tjui, RS

Resumo. O motor de corrente continua, amplamente empregado em situagoes praticas
relacionadas a engenharia, tem caracteristicas especificas que podem ser exploradas e tra-
balhadas com a modelagem matematica através de teorias diversas, teorias de controle,
circuitos elétricos, sistemas mecanicos e ainda outras areas, sendo ricos campos de inves-
tigacao, que possibilitam descrever, simular e analisar o comportamento do sistema com
diferentes configuracoes. Neste estudo, demonstra-se a modelagem matemética de um mo-
tor de corrente continua e realiza-se analise do comportamento do mesmo em fungao de
diferentes condicoes, através de equacionamento matematico, analise em fungao do tempo,
condicoes de equilibrio e ainda analisando sua dinamica através de plano de fase, explorando
o comportamento das variaveis de um motor CC em situagao reais.
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1 Introducao

Situacoes reais como em problemas relacionados com engenharia, teorias de controle,
circuitos elétricos, sistemas mecanicos, ciéncias econdmicas e ainda outras areas, sao ri-
cos campos de investigacao através de modelos matematicos, possibilitando descrever,
simular e analisar o comportamento do sistema com diferentes configuragoes. Conhecer
o comportamento dindmico de um motor de corrente continua é um desafio para sua im-
plementacao, devido ao conjunto de grandezas envolvidas no processo e sua inter-relacao.
Neste estudo, demonstra-se a modelagem matemadtica de um motor de corrente continua
(também conhecido como motor CC) e realiza-se andlise do comportamento do mesmo em
funcao de diferentes condicoes, construindo seu equacionamento matematico, explorando
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sua dinamica em funcao do tempo, verificando suas condi¢oes de equilibrio e ainda anali-
sando sua resposta através de plano de fase, possibilitando explorar o comportamento de
um motor CC em situacao reais.

2 Motor CC e Modelagem Matematica

O motor de corrente continua, é uma maquina elétrica que pode ser constituida de um
rotor de ima permanente e uma armadura bobinada, apresentando desempenho robusto
para aplicacoes diversas, tendo um controle relativamente mais simples quando comparado
por exemplo ao motor de inducao de corrente alternada [1].

O motor CC pode ser utilizado em sistemas de controle de posi¢ao ou velocidade,
fornecendo suporte para aplicagoes que envolvem posicionamento e controle de rotacao,
popularizando o uso deste tipo de motor. Com grande universo de aplicacoes em funcao
de suas caracteristicas, os motores CC podem ser utilizados em aplicagées como lamina-
dores, elevadores elétricos, guindastes, veiculos elétricos e estacoes de bombeamento com
velocidade varidvel [2].

O motor de corrente continua, basicamente pode ser constituido por armadura e en-
rolamentos de campo, também podendo substituir os enrolamentos de campo por imas
permanentes. Para fins de modelagem matematica, pode-se fazer uma consideracao de
equivaléncia, utilizando-se um motor CC de ima permanente ou um motor CC com en-
rolamento de campo cuja corrente seja constante. Com esta equivaléncia, define-se como
variavel de entrada do motor CC a tensao na armadura.

Um fendémeno descrito em termos de simbolos e relagbes mateméaticas, que reproduz
ou transcreve o objeto estudado, é denominado como Modelo Matemadtico [3]. Para a
modelagem matemética do motor CC sao considerados os parametros elétricos (resisténcia
e indutancia de armadura), parametros mecanicos (momento de inércia e coeficiente de
atrito viscoso) e parametros eletromecanicos (constantes de forga eletromotriz e de torque).
O modelo equivalente que representa o sistema do motor CC pode ser visualizado na Figura
1.
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Figura 1: Modelo equivalente para representagdo do motor CC. Adaptado de [3].

Escrevendo-se o equacionamento para o modelo representativo do motor CC da Figura
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1, tem-se a equagao do movimento (1):

Juw' = —bw+T (1)

E considerando T=kf.ia, com kf representando a constante de proporcionalidade de
forga, pode-se reescrever (1) como (2):

b kf
W= ——w+ —ia 2
Wt (2)
Estruturando a equacao do circuito elétrico através do somatoério das tensoes na malha
[5], tem-se (3):
La.ia' + Ra.ia+e—Va=0 (3)

E considerando e=ke.w, com ke representando a constante de proporcionalidade ele-
tromotriz, pode-se reescrever (3) como (4):

o =——.a— —.w+ —Va (4)

Trabalhando-se as equagoes anteriores e considerando-se ke=kf=k, é possivel realizar
a representagao matricial no formato de equagoes de estado como:

3 Variaveis e Equacoes de Estado para o Motor CC

A partir das defini¢oes e arranjos anteriores, pode-se escrever o equacionamento do
modelo em forma de varidveis de estado. Para isso, definiu-se como varidveis de estado
(5) e (6), que podem ser escritas como (7) e (8):

2l =w (5)
22 = ia (6)
rl’ =o' (7)
22 = ia (8)

Com as defini¢bes anteriores, pode-se escrever (2) e (4) em fungao das varidveis de
estado como (9) e (10):

b k
Ra k 1
/ [ — [ — —
x2 = La.x2 La$1+ LaVa (10)
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De posse do equacionamento do modelo de estudo em funcao das equacoes de estado,
pode-se encontrar o ponto de equilibrio do sistema. Para tal, é necessario considerar a
condicao x1’=0 e x2’=0, além de aplicar ao equacionamento os parametros particulares
de um motor CC, que como por exemplo, foram adotados como:

J =0,01 Kg.m?/s? b = 0,1 Nm k = 0,01 Ra =1 Ohm La = 0,5 H

Aplicando a condigao de equilibrio e os parametros do motor CC, é possivel encontrar
x1 e x2, que representam a velocidade angular e a corrente elétrica, respectivamente,
obtendo-se x1 = % e 2 =0,999Va.

Considerando-se o caso particular de Va=12V, tem-se como ponto de equilibrio do
sistema um resultado x1=1,2 rad/s e x2=11,98A. Resultados esses que condizem com o
comportamento do sistema obtido através da plotagem grafica da resolu¢do numérica no
Matlab, realizada para as equagoes (2) e (4), conforme pode ser visualizado na Figura 2.

Dinamica da velocidade e da corrente no motor CC

12 T T T _H_H_'_._._.______I_______. T
Velocidade (W)

Corrente (i)

Velocidade (rad/s) e Corrente Elétrica (A)

0 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Tempo (s)

Figura 2: Comportamento do sistema considerando uma excitacao Va=12V.

Da Figura 2, observa-se os pontos de equilibrio da velocidade angular em 1,2 rad/s e
a corrente elétrica e 11,98A, aproximadamente para ambos, demonstrando que o método
analitico condiz com a simulagao numérica do modelo. Observa-se também que a partir
de 3s o modelo entra em regime permanente, tendo sua velocidade e corrente constan-
tes (considerando-se os parametros particulares apresentados anteriormente para o motor
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Ca).

4 Plano de fase para o Motor CC

A andlise de plano de fase é um método grafico para o estudo de sistemas, onde a
ideia basica é gerar, através da dinamica do sistema em espaco de estados (plano de duas
dimensoes, chamado de plano de fase), trajetdrias correspondentes a varias condigoes ini-
ciais, para entao examinar qualitativamente as caracteristicas das trajetérias. O plano de
fase também pode fornecer informacoes referentes a estabilidade e padroes de movimento
do sistema [4].

Para realizar o plano de fase do sistema, resolve-se numericamente o equacionamento do
modelo em funcao das variaveis de estado x1 e x2, considerando-se condicoes iniciais nulas,
para diferentes valores arbitrados para Va (1V, 2V, 4V, 6V, 8V, 10V, 12V) obtendo-se o
comportamento do sistema em funcao das variaveis de estado, como pode ser visualizado
na Figura 3.

12Plano de fase da velocidade em fungéo da corrente no motor CC
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Figura 3: Plano de fase que representa o comportamento do sistema em funcao das varidveis de
estado w (velocidade angular) e ia (corrente elétrica na armadura).

Observa-se da representagao do plano de fase da Figura 3, que cada para cada tensao
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aplicada na armadura do motor CC tem-se os valores iniciais e finais para velocidade
angular e a corrente elétrica, possibilitando prever o comportamento do motor em situagoes
diversas de excitacao. Reitera-se que os resultados obtidos nas simulagoes consideraram
os parametros particulares de um motor CC. Para avaliar o comportamento de outro
motor CC, devem ser utilizados seus parametros particulares fornecidos pelo fabricante
para executar nova simulacao computacional através do equacionamento ja desenvolvido.

5 Conclusoes

Conhecer o comportamento dinamico de um motor de corrente continua é um desafio
para sua implementagao. A estruturagao da modelagem matematica do motor CC possi-
bilitou descrever o comportamento da corrente da armadura e da velocidade angular do
motor em funcao do tempo. Foi encontrado o ponto de equilibrio do sistema frente a uma
configuracao especifica, construindo-se um plano de fase entre a velocidade angular e a
corrente da armadura, demonstrando os pontos de estabilidade das varidveis em funcao
de diferentes excitagoes na tensao da armadura do motor. O equacionamento matemético
do sistema e sua implementacao computacional, demonstrou os pontos de estabilidade das
variaveis frente a exictacoes diversas. Com esta implementagao é possivel realizar anélises
da dinamica de outros motores CC, através da utilizacao de seus parametros particulares.
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