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1 Introducao

Neste trabalho estudamos o modelo dos sapos, o qual é um modelo de passeios aleatdrios
interagentes. Tal modelo é uma Cadeia de Markov tendo varias interpretagoes, sendo uma delas
a da propagagdo de uma informagdo em uma populacdo, ver [3]. Para o estudo iniciamos com
uma andlise do comportamento do passeio aleatdrio, o qual é definido da seguinte forma: Sejam
X1, Xo, ..., varidveis aleatdrias independentes distribuidas identicamente com distribuigao P[X; =
1l=peP[X;=-1=1—-p. Se Sp:=0e, paran > 1, S, := Sp,_1 + X,, 0 processo estocdstico
(Sn)n>0 € chamado de passeio aleatério em Z, ver [1]. Note que as probabilidades de transicao de
(Sn)n>0 sdo:

p se j=1+1,
P[Snt1 = jlSh =] =
1—-p se j=1—1.

Podemos interpretar este processo a partir de uma particula que realiza uma passeio pelos
inteiros escolhendo sempre dar um pulo em uma posicao a direita com probabilidade p, ou a
esquerda com probabilidade 1 — p. O processo estocdstico resume a sequéncia de posigoes desta
particula. Responderemos uma pergunta interessante: ha alguma chance de que a particula nunca
volte a sua posicao inicial? Para dar resposta a esta pergunta matematicamente definimos a variavel
aleatéria 7o := inf{n > 1: X,, = 0}, com a convengao que 19 = oo se o infimo nao for atingido.
Entao o que vamos responder é se P[rg = 00|Xp = 0] > 0 ou P[rp < o0|Xp = 0] = 1. E dizer,
existe uma probabilidade positiva de que a particula nao retorne ao vértice 0 ou, ao contrario, se
a particula retornard a 0 com probabilidade 1. Ao longo deste trabalho, veremos que a resposta
depende de p, e assim falar sobre os dois comportamentos que um passeio aleatério pode ter.
Quando p # % vamos concluir que:

]P)[’TO = OOIXO = 0] >0

e portanto o passeio aleatério é transitério, e quando p = % vamos concluir que:
]P)[To < OO|XO = 0] =1

pelo qual o passeio aleatério é recorrente.
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Estudaremos em profundidade o caso unidimensional, ou seja, quando nosso passeio estiver em
Z. Para isto usaremos uma abordagem construtiva, diferente a usualmente apresentada nos livros
de texto, estudando o passeio aleatdério na sequéncia: Intervalo inteiro, Z*, Z. Logo, fazendo uso
do teorema do Pdlya estudaremos os dois comportamentos no caso multidimensional, ou seja,
quando o passeio estd em Z¢ com d > 2.

2 Modelo dos sapos em 7Z

A partir dos resultados para o passeio aleatério em Z, discutiremos a nogao de recorréncia
para o modelo dos sapos. Este modelo pode ser interpretado por um sistema que formado por um
numero infinito de particulas realizando passeios aleatérios independentes em Z. Em particular,
consideramos o modelo como definido em [2]. O modelo pode ser descrito informalmente da seguinte
maneira: No instante 0, o vértice 0 tem uma particula ativa enquanto que cada vértice x # 0 tem
um numero 7, de particulas inativas. Cada particula ativa realiza um passeio aleatério em Z. No
momento em que uma particula ativa pula para um vértice ocupado por particulas inativas, todas
estas ultimas ativam-se e iniciam passeios aleatérios independentes em Z. Para este modelo, diz-se
que o modelo é recorrente se o vértice 0 € visitado infinitas vezes por particulas ativas. Um teorema
importante que foi considerado neste trabalho é o seguinte:

Teorema 1. (Gantert e Schmidt, 2009) Vamos considerar o modelo dos sapos em Z com con-
figuragdo inicial n e probabilidade de salto o direita p € (1/2,1). O modelo é recorrente se, e
somente se,

0o 1_p %
S () <
i=1 p

Faremos uma prova detalhada deste teorema e discutiremos possiveis variantes e aplicagoes do
modelo.
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