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Resumo. O aparecimento de vibragbes em estruturas, mediante movimento, sempre merece a
atencao dos projetistas. Vibragoes podem ser indesejadas quando afetam a vida ttil da estrutura
ou danificam o seu entorno. Neste caso, hd necessidade de controle das vibragoes, o que pode ser
feito por meio de um controle ativo, passivo, ou de ambos simultaneamente. Por outro lado,
vibragbes podem causar grandes deformagdes estruturais, que por sua vez podem ser lteis na
conversdo e produgdo de energia. De qualquer forma, é necessirio o conhecimento da dindmica
estrutural. Portanto, o objetivo deste trabalho é analisar vibragdes em estruturas do tipo vigas em
balanco, onde sdo inseridos buracos em formato eliptico, em diferentes quantidades. O Método de
Elementos Finitos (MEF) é utilizado para a discretizacdo do dominio da estrutura e as vibragoes
sdo analisadas por meio de andlise modal. Sdo feitas comparagbes da amplitude de vibracado para
o primeiro modo, considerando um, dois e trés buracos na viga. Os resultados desta andlise sdo
apresentados e discutidos.

Palavras-chave. Viga com Buracos, Dinamica, Modos de Vibragdo, Amplitude.

1 Introducao

O conhecimento e a andlise de vibragoes que aparecem na dinamica de estruturas é muito
importante, uma vez que vibragoes indesejadas e de grande amplitude podem danificar as estruturas
ou o seu entorno, como por exemplo, bancadas de apoio, engates ou paredes. Depois que se toma
conhecimento das vibragoes, é possivel a utilizagao de meios para o controle das mesmas, ou ainda,
fazer uso delas para geracao de energia.

O controle de vibragoes pode se dar por meio de controle ativo, através da utilizacao de atu-
adores, ou passivo, sem 0 uso dos mesmos. Ao se considerar estruturas do tipo vigas, uma forma
de controle passivo que vem emergindo é a inser¢do de buracos na estrutura [2,6,8]. No que
concerne a conversao de energia, utiliza-se coletores, normalmente materiais piezelétricos, que sao
fixados ou embutidos em locais onde ha maior deformagao estrutural. Uma maior deformagao pode
ocorrer nas extremidades dos buracos que sao inseridos nas estruturas. Para conversao de energia
(mecanica em elétrica), é fundamental ter-se conhecimentos da dindmica estrutural, o que inclui a
andlise de vibragoes [1,3], para entdo podermos projetar mecanismos de coleta da energia gerada
pela estrutura por meio de suas vibragoes.
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Tendo em vista a necessidade do conhecimento da dinamica estrutural, tanto para o caso do
controle passivo como para a conversao de energia (a conversao ocorre nos coletores de energia),
ambos com propésitos diferentes, percebe-se que uma andlise de vibracoes em estruturas para di-
ferentes formatos e quantidade de buracos se torna indispensavel. Sendo assim, o propdsito deste
trabalho é analisar as vibragoes de uma viga em balango, considerando 1, 2 e 3 buracos centra-
lizados e computando o primeiro modo de vibragao. Serd feita uma comparagao das amplitudes
de vibragao, considerando-se o primeiro modo de vibragao para a viga sem buraco e com 1, 2 e
3 buracos. Naturalmente, a frequéncia natural serd diferente para cada formato estrutural (sem
e com buracos), uma vez que a massa estrutural é alterada. No entanto, o foco serd a ampli-
tude de vibragao, pois menores amplitudes sao um indicativo do uso desta configuracdao para um
posterior controle de vibracgoes. Além disto, as bordas mais finas dos buracos, diante do movi-
mento vibratorio, contém deformagoes estruturais maiores do que o restante da estrutura, sendo
interessante para a colocagao de coletores de energia.

O texto estd organizado como segue. A modelagem da dindmica da viga é apresentada na
Secao 2. Esta sec@o é constituida de duas partes: na primeira delas, o dominio da estrutura é
discretizado em elementos finitos e faz-se uso do MEF para a obtencao da dindmica; enquanto
que na segunda parte é utilizada a andlise modal para determinagao das frequéncias e dos modos
de vibracao. Ainda serao utilizadas as equagoes em forma de espago de estados e as amplitudes
de vibragao obtidas pela Transformada de Fourier. Na Secao 3 sao apresentadas as simulagoes
computacionais para ilustrar os resultados que sao entao discutidos. O trabalho termina com as
conclusdes e alguns comentarios finais na Secao 4.

2 Modelagem da dinamica da viga

Para a andlise da dindmica da viga é utilizado o MEF na discretizagao do dominio e calculo
dos deslocamentos nodais, e a andlise modal para a obtencao dos modos de vibracao.

2.1 Discretizagcao do dominio e calculo dos deslocamentos nodais

Considerando o estado de deformacao plana, o dominio da estrutura utilizado neste trabalho
foi discretizado usando o MEF| e a estrutura considerada foi uma viga engastada em um lado. A
ideia é analisar a equagao de equilibrio de cada elemento, encontrar a equacao local e, em seguida,
correlacionar a contribuigdo de cada elemento & equagao global. De acordo com [4], para a anélise
dindmica do elemento, a equacao governante do elemento (local) pode ser descrita como

Mciie 4 Cette + Kot = fe: (1)

sendo u. o vetor de deslocamento nodal do elemento, f. o vetor de forga, e as matrizes M., K,
e C, a massa, a rigidez e o amortecimento da estrutura, respectivamente. Tais vetores e matrizes
sao definidos como

f. = /NTbe dQe+/ NTt, dr,, (2)
Q. Te

M, = / pNTN dQ,, (3)
Qe

K., = BT¢B dSQ., (4)
Qe

Ce = OéKe+ﬂMea (5)
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onde N representa as fungoes interpoladoras, b, e t. sao vetores que retratam as forgas de corpo e
as forgas superficiais atuando na estrutura, respectivamente, B é a matriz de relacao entre a tensao
e o deslocamento e ¢ é a matriz constitutiva do material. As contantes « e § sdo determinadas de
acordo com o modelo de Rayleigh e a constante p é a densidade do material.

A equagao global que governa o dominio inteiro da estrutura é semelhante a Equacéo (1), tendo
que levar em conta as apropriadas conextes dos elementos. Como neste trabalho foi considerado
a andlise das vibragoes livres, os vetores de forcas de corpo e de forgas superficiais sao nulos. No
entanto, de forma geral, considerando f o vetor de forga, a equagao global dindmica da estrutura
apresentada pode ser descrita na forma

Mii + Cti+ Ku = f. (6)

As matrizes globais M, C, K, continuam representando a massa, amortecimento e rigidez, respec-
tivamente, e sao encontradas associando-se a contribuicao de cada elemento da viga, bem como o
vetor u, dos deslocamentos nodais (na diregdo x e na direcdo y) de toda a estrutura.

2.2 Analise modal

Com o intuito de facilitar a resolugdo da Equagao (6), usou-se a superposigdo modal, pois
ao utilizar as coordenadas modais 7, é possivel desacoplar as equagoes regentes do movimento,
sendo que, conforme Gawronski [7], a representagdo por coordenadas modais pode ser obtida pela
transformagao do modelo nodal. Essa transformacao é feita empregando a matriz modal que
é determinada a partir da solucao modal, sendo ela, o resultado do problema de autovalores e
autovetores descrito pela equagao matricial

(K — w?M)® = 0. (7)

Os autovalores encontrados w?, sao denominados frequéncias naturais do sistema e sdo as
frequéncias com que as vibragoes livres ocorrem na estrutura. Ja os autovetores, obtidos a partir
da matriz ® e associados aos autovalores encontrados, sao nomeados modos de vibragao e descrevem
o formato e a amplitude associados as frequéncias naturais. A matriz modal ® é a matriz com todos
os modos do sistema, entretanto, como geralmente apenas os primeiros modos contém informagoes
relevantes a andlise do sistema, utiliza-se a matriz modal truncada com n modos.

Utilizando a matriz modal truncada, é possivel transformar o vetor de deslocamento nodal em

fungao das coordenadas modais, através da relagao
u = D). (8)
Substituindo a Equacao (8) na Equacao (6), obtém-se que
M®j+ Con+ Kon = f. (9)
Multiplicando todos os termos da Equacio (9) por ® T, tem-se que
Mij+Cn+Kn=f, (10)

onde
M=3"M®, C=3"Co, K=0"K® e f=2'f (11)

Multiplicando todos os termos da Equacao (10) por M !, obtém-se a equacio

i+ 2Zn+Qn=M""f, (12)
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na qual

Z=M"'C=diag(2(w;) e  Q=M"K =diag(w}), (13)

onde o indice ¢ representa o nimero de modos de vibragao a serem considerados.

Considerando como varidveis de estado o deslocamento e a velocidade modal, & = [ 7],
pode-se reescrever a Equagio (12) na representagdo em espago de estados, a saber, na forma

£ = A¢ + Bf, (14)
onde
A= [Oi?; I_Z} e B= [OM} , (15)

no qual A é a matriz do sistema e B é a matriz de controle.

3 Resultados e discussoes

As simulagoes foram realizadas através de cédigos implementados no MATLAB, no qual foi
utilizada uma malha com 204 elementos em x por 23 elementos em y, tendo a viga 1m de com-
primento por 0, 1m de altura. O material empregado para extrair as constantes constitutivas para
a viga engastada foi o Aluminio, com médulo de Young E igual a 65 x 10° GPa, densidade p
igual a 2890 kg/m? e coeficiente de Poisson v igual a 0,334 [5]. Para as consideracoes a seguir,
é importante lembrar que, neste trabalho, considerou-se a analise de vibragoes livres e, portanto,
tanto o vetor de forcas f quanto o amortecimento, dado pela matriz C, sao nulos. Os graficos
apresentados nesta secao sao referentes ao primeiro modo de vibragao da viga. A viga sem buracos
estd representada na Figura 1. Ja na Figura 2 sao apresentados, respectivamente, a amplitude da
vibracao, com frequéncia de 76,15 Hz, obtida pela Transformada de Fourier, e o deslocamento,
sendo este tltimo obtido pela integracdo do sistema de equagoes dado em (14) e os deslocamentos
na forma da Equagédo (8). Para fins de andlise, considerou-se para todos os casos, o deslocamento
na direcao y do ultimo né da discretizagao, sendo este o do canto inferior no final da parte livre
da estrutura.

Figura 1: Viga sem buraco e seu primeiro modo de vibragao.
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Figura 2: Resultados para a viga sem buracos prescritos. (a) Amplitude de vibragao. (b) Deslo-
camento (vibragao).

As condicoes iniciais para todos os casos em andlise sdo € = 0,1 e £ =0, 1.

Na sequéncia, seguem os gréficos referentes as vigas com 1, 2 e 3 buracos prescritos, tendo como
frequéncias 38,21 Hz, 44,66 Hz e 47,53 H z, respectivamente.

Figura 3: Vigas com 1, 2 e 3 buracos prescritos e seus respectivos primeiros modos de vibragao.

Os gréficos da amplitude correspondente a cada frequéncia acima (todas calculadas pela Trans-
formada de Fourier) estdo apresentados na Figura 4, sendo a amplitude de vibragao da viga com um
buraco igual a 0,0006 m, com dois buracos igual a 0,0012 m e com trés buracos igual a 0,0011 m.
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Figura 4: Amplitudes de vibragdo referentes as vigas com (a) 1 buraco; (b) 2 buracos; e (¢) 3

buracos prescritos.

Pode-se observar pela Figura 4 que a configuragao que apresenta somente um buraco foi mais
satisfatoria em comparagao as demais configuracoes consideradas neste trabalho, uma vez que se
obteve uma amplitude de vibragao menor.

A Figura 5 apresenta os graficos do deslocamento referente a cada uma das vigas apresentadas na
Figura 3, no qual pode-se verificar, novamente, que a configuragao com um tnico buraco prescrito
é mais satisfatéria em relacao as demais configuracoes de buracos, por ter menor amplitude de
vibragdo (embora a visualizagdo desta diferenca, nesta figura, seja menos perceptivel do que na

anterior).
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Figura 5: Deslocamentos (vibragoes) referentes as vigas com (a) 1 buraco; (b) 2 buracos; e (c) 3

buracos prescritos.
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4 Conclusoes

Neste trabalho foram analisadas as vibragoes em uma viga em balango com buracos prescritos.
Consideraram-se vigas sem buracos bem como configuracoes apresentando 1, 2 e 3 buracos elipticos
e centralizados. Utilizou-se o MEF para discretizagdo do dominio da estrutura e calculo dos
deslocamentos nodais e a andlise modal para a obtencao dos modos de vibragao.

Levando-se em conta os resultados obtidos por simulagoes computacionais, foi possivel constatar
que a configuragao que apresentou a menor amplitude de vibragao foi a viga com somente um
buraco.

Com este resultado, pretende-se, como sequéncia deste trabalho, fazer esta mesma andlise para
2 e 3 modos de vibracao, e utilizar esta configuracao estrutural como controle passivo de vibragoes
e uma possivel localizagao para a colocagao de coletores de energia.
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