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A equação de Burgers Unidimensional
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A equação de difusão linear mais simples que se conhece é a equação de Burgers, que pode ser
expressa por

ut + cuux = µuxx (1)

para x ∈ R e t > 0, onde c e µ são constantes e µ representa a viscosidade. O estudo dessa
equação é de extrema importância, já que ela é utilizada como modelo matemático para análise de
fenômenos que tratam do estudo da turbulência, formação de choque, entre outros. A equação de
Burgers, estabelecida por Burgers em 1940 [2], é uma equação diferencial parcial, simplificada das
equações de Navier-Stokes, do tipo convecção-difusão, para casos em que o gradiente de pressão
possa ser ignorado. O termo não linear dá origem a uma onda que se move em alguma direção.
Essa onda eventualmente se dissipa e a solução não-linear tende à mesma forma da solução não
linearizada, porém com amplitude menor.

A solução desta equação sem viscosidade, ou seja com µ = 0, se dará pelo método das carac-
teŕısticas (ver por exemplo [1]), no qual é posśıvel descobrir curvas caracteŕısticas, onde a equação
é reduzida para uma EDO. Iremos apresentar alguns exemplos onde aplicamos esse método.

Considerando µ > 0, Hopf(1950) [4] e Cole(1951) [3] deduziram que as Equações de Burgers
podem ser transformadas para uma equação linear da difusão do calor, que ficou conhecida como
”transformação de Hopf-Cole”, descrita no seguinte Teorema:

Teorema 0.1. Se v(x, t) > 0 é uma solução positiva qualquer da equação do calor

vt = µvxx, (2)

então

u(x, t) =
∂

∂x
[−2µ ln(v(x, t))] = −2µ

v − x
v

é solução da equação de Burgers (1).

Portanto com essa transformação resolvemos a Equação de Burgers com viscosidade. A de-
monstração desse teorema está descrita em [5]. A seguir, uma ideia dessa demonstração:

Demonstração. Seja v(x, t) = eαφ(x,t) solução da equação do calor. Então φ(x, t) = 1
α ln(v(x, t)).

Calculando as derivadas de v(x, t) e substituindo na equação do calor (2), temos que

φt = µφxx + µαφ2x
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Derivando a equação acima em relação a x,

φtx = µφxxx + 2µαφxφxx

Tomando φ tal que
∂φ(x, t)

∂x
= u(x, t) e α = −1/(2µ) obtemos a equação (1).

Nesse trabalho, aplicaremos esse Teorema em alguns casos particulares.
Entre as demonstrações que se farão presentes nesse estudo, faz-se importante as demons-

trações, apresentadas em [6], do teorema da monotonicidade da solução, no qual ‖u(x, t)‖L1(R) ≤
‖u(x, 0)‖L1(R) para todo t > 0, ou seja, conhecendo a condição inicial teremos noção da dimensão
de u(x,t), e ainda do teorema da conservação de massa, que sendo u(x, t) solução para a equação

de Burgers, com u(x, 0) ∈ L1(R) tem-se que a

∫
R
u(x, t) dx =

∫
R
u(x, 0) dx
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