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Resumo.

Estudamos um sistema de particulas no grafo completo, no qual cada particula é retirada apds visitar
um vértice e/ou acordar uma particula dormente se o vértice contiver uma. Esta é uma variagio
do modelo conhecido como modelo dos sapos com tempo de vida nao geométrico. Consideramos
que o processo comeca com uma particula ativa em um tdnico vértice. Mostramos que a propor¢ao
de vértices visitados e que o tempo de absor¢ao do processo convergem em probabilidade para zero
quando a quantidade de vértices no grafo completo tende para infinito.

Palavras-chave. Modelo dos sapos, grafo completo, passeios aleatérios, modelo ndo markoviano.

1 Introducao

O modelo dos sapos é um modelo estocdstico para a propagagao de uma epidemia em um
grafo, no qual uma particula dormente passa a realizar um passeio aleatdrio simples e a acordar
outras particulas, uma vez que se torna ativa. Estudamos uma versao do modelo dos sapos no
grafo completo com N + 1 vértices, em que cada particula ativa é removida ao pular e se o vértice
escolhido por esta particula tiver uma particula dormente, ela é acordada e comeca a realizar
um passeio aleatorio simples na estrutura geométrica, independente da trajetéria realizada pela
particula anterior. Por simplicidade nos referiremos a este modelo pelo nome Pula-Morre. Este
modelo foi introduzido pela primeira vez em Z por Lebensztayn et al. [7], os autores consideraram
que cada particula ativa pode realizar L saltos para vértices escolhidos uniformemente ao acaso,
ativando todas as particulas inativas que encontra ao longo do seu caminho. Se L = 1, o modelo
dos autores coincide com nosso modelo. Estudamos o tempo em que todas as particulas se tornam
inativas, denotado de tempo de absorcao, como também a proporcao de vértices visitados ao
finalizar o grafo.

Os tempos aleatérios tém sido um dos focos no estudo do modelo dos sapos em diferentes
estruturas geométricas e considerando diferentes tempos de vida das particulas. A varidvel aleatoria
tempo de acordar, é entendida como o tempo que lhe tomam a todas as particulas acordarem
no grafo completo, ela tem sido amplamente estudada em Frieze and Grimmett [3], Doerr and
Kiinnemann [2] e Pittel [§]. Em todas estas, considera-se que existe uma particula em cada um
dos vértices do grafo completo e como condigao inicial considera-se que uma delas estd ativa e as
outras inativas. Se considera que as particulas ativas nao sao removidas em nenhum instante de
tempo. Uma particula se move seguindo a dinamica de um passeio aleatorio simples, ativando as
demais ao visitar um vértice contendo uma particula inativa. Os autores em Cartern et al. [IJ,
fizeram um resumo dos resultados abordando este tema, além mostraram uma prova para o valor
esperado do tempo de acordar ser ©(logn), em que n a quantidade de vértices no grafo completo.
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Neste trabalho mostramos que o tempo de absorcao para o processo denominado Pula-Morre
é de o, (N + 1), entendendo X,, = 0,(b,,) se para todo numero real € > 0 e para todo nimero real
7 > 0 existir um ndmero inteiro positivo ng = ng(e,n), tal que

P(|X,/bn| >€)<n, Vn2>ng.

2 Representacao estocastica

O processo consiste em duas agoes principais, pular e ocupar. Elas podem ser pensadas como
operagoes que acontecem em instantes alternativos entre ¢ e ¢ + 1 mas s6 sao registradas no tempo
t+1, para qualquer instante de tempo. Assuma-se um grafo completo com N +1 vértices denotado
por Kn41 e suponha que ha dois tipos de particulas: particulas ativas e inativas. Como condigao
inicial assumimos que um vértice em K1 tem uma particula ativa e as outras particulas estao
inativas. Denota-se o ntimero de particulas ativas no tempo ¢ como A; e o nimero de vértices nao
visitados como I;. O ntmero de vértices visitados no tempo t é denotado por V; = N+1—1I; e
o numero de particulas mortas até o instante t é Dy = V; — A;. Conhecido o estado do processo
(I¢, Aty Dy) no tempo ¢, consideram-se duas varidveis aleatérias auxiliares, denotadas por X411 e
Ziyq-

Como foi dito na Introdugao, consideramos uma unica particula ativa mas é possivel também
considerar k particulas ativas na condicdo inicial. A seguinte descri¢do considera k > 1, as
particulas ativas pulam com probabilidade 1, tentando atingir um vértice nao visitado, devido
que no caso contrario o processo finalizaria. A dinadmica anteriormente citada pode ser descrita,
no tempo t + 1, por: Z;;; ~ Binomial (At; %) A geragao de novas particulas vem determinada
pelos vértices inativos que sdo visitados pelas particulas ativas. Para conhecer a quantidade de
particulas novas no sistema no tempo ¢+ 1, ao nimero de vértices nao visitados no tempo anterior
lhe subtraimos o nimero de vértices inativos no tempo ¢t + 1. O nuimero de vértices nao visita-
dos, no tempo ¢ + 1, vem especificado por: I;11 ~ EmpBox(Z;41; I¢), para mais informagao sobre
EmpBox, veja-se Apéndice [A] Descrevemos o processo como segue:

Iy =1 — Y.
A1 =Y e
Diy1=Viy1 - Ay =N+1-Li1 -~ Ay =N+1-1

Onde Y; 41 é a varidvel aleatéria que representa o niimero de vértices ocupados no tempo ¢ + 1.

3 Resultados principais

3.1 Proporcgao de vértices visitados
Seja Gy = 0 ({(Lu, Au, Dy) ,0 < u < t}) a sigma dlgebra gerada pelo vetor aleatdrio até o tempo
t, representando a informacao acumulada depois de ¢ passos do modelo dos sapos com o segundo

mecanismo de remocao. Redefinimos neste capitulo o valor esperado, a variancia e a covariancia

condicionada a filtragdo G; como: E(-) = E(:|G;) e V(-) = Var(:|G).

Lemma 3.1. As expressoes para os valores esperados condicionados a Gy para Iiy1, Aiy1 e Diyq
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5a0:
1\
E(ly+1) = 1t (1 - N) ;
1\
E(Ai41) =1; |1 - <1 - N) 1 ;
E(Diyy1)=N+1-1,
respectivamente.

Demonstra¢do. Usando a expressao no Apéndice [Al calculamos:
E(lt41|Zi11) = E(Lt1|Ziv1,Gt)

Z
1 t+1
=L(1—-—
t( It)

O que implica, tomando novamente valor esperado, que

E(lt41) = E(E(lt41|Zi41,G1)|Ge)

1 Zit1
—e(n(1-=
' ( It)

o Valor esperado Aiy1:

o Valor esperado Dy q:

]E(Dt+1) = N + 1 - It.

Usando o Lema [3.1] e os momentos no Apéndice [A] temos que

Lemma 3.2. As expressées para a varidncia condicionada a Gy de Ity1, Diyq1 € Aipq sdo:

V(Ii11) :It{(lt—l) (1—;)At s (1—]1V>2At + (1— ]1V>A}

V(D,H_l) =0e
V(A1) = V(Ii41),
respectivamente.
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Demonstragdo. Tendo como objetivo aplicar a férmula da decomposicao da variancia, calculem-se

Zy
e Variancia de I;11: Temos que E (Iy41|Zi11) = It (Ifljl) e por do Apéndice

Zis1 Ziy1 2Z¢41
temos que Var(liy41|Zi41,G:) = Li(I; — 1) (It[—?) + 1 (ﬁ) - I? (Itlzl)
consequéncia podemos concluir que:

gt) +

A A 2Z
2 ¢ 1 t I —1 t+1
o=t (o- )" e (o) - (7)
[71 22441 1 2A¢
+1°E < (tlt) gt> 12 (1 - N) ,
A A 24
2\ 1\ 1\ 24
=L(L—1)(1-——= Ll1—-— 212 .
e )( N) + t( N) t ( N)

o Variancia de Dyy1 € Agyq:

, em

V(Dt+1) - V(N + 1 - It),
=0.

Por outro lado, temos que A;11 = Yi11 = It — I;41, em consequéncia temos que: V(A1) =
V(It+1).

O
Consideramos o seguinte sistema dinamico a tempo discreto, g,gN) = (ZgN), o?,gN), S§N>), em que

L1 = e~ 4, (1a)
G =10 (1—e ), (1b)
brp1 =1 -1y, (1c)
7o A L 5o = 0.

DS U

As téenicas usadas em Lebensztayn and Estrada [6] mostram que o sistema acima se aproxima em
probabilidade a sua contraparte estocdstica 1, := (It, A¢, D¢)/(N + 1) a medida que N vai para

infinito para todo t. Isto é, n; — ot % 0 para todo ¢ quando N — oo, onde 2 denota convergeéncia
em probabilidade.
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Figura 1: Graficos para o sistema dinamico g; para N = 10000.
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Observacao 3.1. O sistema acima em exibe uma unica solucdo em oo = 1 quando t — oo e
N — o0o. Podemos observar o anteriormente descrito na Figura[Id, em que o sistema se estabiliza
perto de um ponto aproximado a 1 para N = 10000.

Defina limy_, o V} = Vo € limy_ It = I,. Devido que o sistema exibe uma unica solugao,

iso = 1, concluimos que L= 5 1 quando N — co. Finalmente, ja que N‘Ctrl =1- Nﬁl para todo

N+1
t, concluimos que 1\‘[/%3:1 50 quando N — oo.
O resultado anterior, também é valido considerando k particulas em um dos vértices do grafo
completo como condigao inicial.

3.2 Tempo de absorcgao

A seguinte andlise é considerando k = 1. Defina o tempo de parada do processo, que é o tempo
em que é absorvido o processo, como

T = min{t : A = 0}.
1 1\ —t+1 -
Pelo Lema temos que E (l;11) = I (1 - ﬁ). Defina m; = I;_y (1 - —) , a expressao

N
anterior é um martingal, isto é, E(m;) = my_;.
Consideremos a seguinte relagao

» N \' 1p I
N-1) N+1 N+1

. s) T ()" )

(N +1)2e2

B (%)ZN Var (Ir)
=T (N +1)%2

Aplicando a Lei da Variancia Total, os Lema[3.1] Lema[3.2]e o Teorema da convergéncia dominada,
obtemos que:

Var(Ir) _ E(V(Ir)) 4+ Var(E(Ir))
(N + 1T)2 B T(N+ 1)2 250 quando N — oc.

Seja fy(x) = (L) (1—xz)— NL_H Notando que Iy = Ag + Iy — T, concluimos que

lim P (Nj—;-l IS (le(—E),le(E))) =1.

N—oc0

Implicando

T
N7—|—1 ﬁ) O7 quando N — 0.

4 Estudos de simulacao

Nesta Secao, ilustraremos por meio de estudos de simulagao, o resultado obtido na Segao [3.2
Na Figura [2] observamos 3000 realizacoes do tempo de absorcao divido por N + 1 representados
pelos pontos azuis, em que o eixo x representa o grau do grafo completo. Observamos que a medida
que N aumenta, as realizagdes vao se concentrando numa vizinhanga de zero. As fungoes f&l(—s)

1

e fﬁl(s) sao representadas pelos pontos roxos, escolhendo € = +.
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Figura 2: 3000 realizagoes para o tempo de absorgao divido por N + 1.

Na Figura [3| observamos 3000 realiza¢oes para o tempo de absorc¢ao representadas pelos pontos
da cor magenta. Nessa figura, sdo representadas trés funcoes N2/3, /N e N'/3. A Figurasugere
que existe uma relacdo entre T e v N. O autor em Harris [4] trabalhou com um mapeamento
aleatorio, cuja descrigao coincide com o modelo Pula-Morre com uma particula ativa, as abordagens
usadas no artigo mostraram que o mapeamento com m imagens sucessivas distintas tem valor
esperado assintético %\/ 2nN. O anterior, nos motiva a continuar trabalhando numa caraterizacgao
do tempo de absorcao para k > 1.
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Figura 3: 3000 realizagdes para o tempo de absorgéo.

5 Conclusoes

Foi mostrado que a proporgao de vértices para o modelo Pula Morre converge para zero em
probabilidade, usando a técnica planteada em Lebensztayn and Estrada [6]. Por sua vez, foram
usadas técnicas de martingais, inspiradas no trabalho Sudbury [9], para mostrar que o tempo de
absorcao é o, (N + 1).
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A Distribuicao de urnas vazias

Nesta secao apresentaremos o classico problema de ocupagao, fazendo referéncia ao leitor inte-
ressado a Johnson [B, Se¢do 4 do Capitulo 10] para mais detalhes. Consideramos uma distribuicao
aleatéria de b bolas em ¢ caixas, de forma que sdo colocadas independentemente e uniformemente
nas caixas. Seja X a variavel aleatéria que denota o numero de caixas vazias depois que as bolas
tenham sido distribuidas. Entao a fungao de massa de probabilidade de X é dada por

p(X:x):i(—l)i(mji>(xii> <1—$ji>b7x:0,l,...,c.

=0

Escrevemos X ~ EmpBox(b, ¢). Na sequéncia, usaremos as férmulas para a esperanca e a variancia
de X, que sao dadas por

IE(X):c(Cl)b, e (1)

c

Var(X) = c(c—1) <002>b+c<ccl>b—c2<ccl)2b. (2)
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