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Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita, munido com produto interno.

Definição 0.1. T : V −→ V será um operador simétrico (auto-adjunto) se ∀u, v ∈ V :

T (u).v = u.T (v)

1 Propriedades de operadores simétricos

1. A matriz do operador simétrico sempre é simétrica, isto é, At = A independente da base
ortonormal do espaço.

2. Os autovalores de uma matriz simétrica A, de entradas reais, são números reais.

3. Seja A uma matriz simétrica. Então, a dimensão do autoespaço associado a um autovalor é
igual à multiplicidade deste valor.

4. Se A é uma matriz simétrica, então seus autovetores associados a autovalores distintos são
ortogonais.

2 Teorema Espectral

Teorema 2.1. Se T : V −→ V é um operador simétrico, então existe base ortonormal β de
autovetores de T .

Demonstração 2.1. Todo polinômio não constante de grau n possui exatamente n ráızes com-
plexas, contadas com multiplicidades. Assim, qualquer matriz A de ordem n × n possui n au-
tovalores complexos. Entretanto, sendo A = [T ]α, onde α é uma base ortonormal qualquer de
V (pela propriedade 1 ), tem-se que todos os autovalores são reais(pela propriedade 2). Sejam
λ1, λ2, . . . , λk ∈ R os autovalores distintos de A e m1,m2, . . . ,mk suas multiplicidades respectivas,
com m1 +m2 + . . .+mk = n.

Seja Vλj = {X ∈ V, (A − λjI)X = 0}. Pela propriedade 3, dimVλj = mi. Digamos que
Vλj = [v1j , v2j , . . . , vmjj ], ∀j = 1, 2, . . . , k

Aplicando o processo de ortonormalização de Gram-Schmidt, podemos trocar por bases ortonor-
mais: Vλj

= [u1j , u2j , . . . , umjj ]. Pela propriedade 4: β = {uij}ij base ortonormal de autovetores
de T.
. �
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Corolário 2.1. Todo operador simétrico é diagonalizável.

De fato, [T ]β =

 λ1Im1 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λkImk

, onde β é como no Teorema 2.1

Obs: Sejam α e β bases ortonormais, a matriz mudança de base de β para α: P = [I]βα é
ortogonal, ou seja, P−1 = P t. Assim, sendo T : V −→ V um operador simétrico tal que α, β são
como no Teorema Espectral, então:

[T ]β = P t[T ]αP , com P = [I]βα

Exemplo 2.2. Seja T : R2 −→ R2 um operador linear, com T (x, y) = (y, x).

Seja A =

(
0 1
1 0

)
a matriz da transformação T com relação à base canônica α de R, isto é,

A = [T ]α temos que:

det(A− λI) =

∣∣∣∣ −λ 1
1 −λ

∣∣∣∣ = 0

(−λ)2 − 1 = 0 =⇒ λ2 = 1 =⇒ λ = ±1

Substituindo λ por 1, teremos que x = y, então um autovetor v associado a esse autovalor é
v1 = (1, 1).

Normalizando v1, obtemos u1 = (
√
2
2 ,
√
2
2 )

Substituindo λ por −1, temos que x = −y e um autovetor associado a esse autovalor é v2 =
(−1, 1)

Normalizando v2, temos u2 = (−
√
2
2 ,
√
2
2 )

Achamos os vetores v1 e v2 que normalizados formam a base ortonormal β = {u1, u2}.

Seja [P ]βα =

[ √
2
2 −

√
2
2√

2
2

√
2
2

]

D = P tAP =

( √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

)(
0 1
1 0

)( √
2
2 −

√
2
2√

2
2

√
2
2

)
=

(
1 0
0 −1

)
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