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Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto de R™. Equivalentemente, {0} # A C R™ é
um reticulado se, e somente se, existem vetores by,...,b,, € R" linearmente independentes de
modo que

A={a1b1 + -+ apby; ai,...,q, € Z},

isto é, A consiste de todas as combinagoes lineares inteiras de by, ..., b,,. O conjunto by,...,b,, é
dito uma base de A e o nimero m é denominado o posto de A. Se m = n dizemos que A tem posto
completo. A matriz M cujas linhas sao os vetores by, ..., b, é dita uma matriz geradora de A. O
determinante de A é definido como det(A) = det(MM?) e este é um invariante por mudanga de
base. Denotamos por span(M) = {uM; u € R"} o espago vetorial gerado pelas linhas da matriz
M. O reticulado dual de A = A(M), denotado por A*, é definido como

A ={v € span(M); (u,v) € Z,Vu € A},

em que (, ) representa o produto interno candénico em R™. Temos que M é uma matriz geradora de
A se, e somente se, (M M')~1M (a pseudo-inversa de M?) é uma matriz geradora de A*. O dual de
kA* é (1/k)A*, para todo 0 # k € R. Além disso, para qualquer reticulado A, tem-se (A*)* = A.

Uma regido fundamental F de um reticulado A = A(M) C R™ de posto m é qualquer subcon-
junto de span(M) que ladrilha span(M) por translagbes v + F com v € A, isto é, span(M) =
Uvea(v + F) e dois ladrilhos vi + F e vo + F, com vi,vo € A e vy # v, ou nao se in-
terceptam ou se interceptam apenas nos bordos. Duas regioes fundamentais F} e F» de um
mesmo reticulado A de posto m possuem o mesmo volume (m-dimensional). O volume é definido
como vol(A) = v/det A, este valor corresponde ao volume euclidiano do paralelotopo fundamental
Py ={>" a;bi; 0<a; <1, Vie{l,...,m}} associado & base 5 = {b1,...,b,,} de A. Qual-
quer paralelotopo fundamental de um reticulado A é uma regido fundamental de A. Dado v € A,
a regiago de Voronoi de v é definida como

R(v) = {x € span(M); [ — v[l2 < [x — ulla, Vu € A}.

A regido R2(0) é uma regiao fundamental de A, a qual é também denotada por Ra(A) e conhecida
como regiao de Voronoi de A.

Um empacotamento esférico no R™ é uma colecao de esferas/bolas no R", todas de mesmo
raio, de modo que quaisquer duas esferas/bolas ou néo se interceptam ou se interceptam apenas no
bordo. Um empacotamento reticulado no R™ é um empacotamento esférico tal que o conjunto dos
centros das esferas/bolas formam um reticulado. O raio de empacotamento p de um reticulado A
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nao nulo é o maior nimero real r tal que A+ B[0,r] é um empacotamento reticulado. A densidade
de empacotamento de um reticulado A de posto m é dada por

volume m-dimensional de uma bola de raio p

A(A) =

volume da regiao de Voronoi de A

Nas Figuras 1 e 2 estéo ilustrados os empacotamentos esféricos (de raio médximo) do reticulado
hexagonal (reticulado gerado por by = (1,0) e by = (1/2,v/3/2)) e do reticulado Z? (reticulado
gerado por by = (1,0) e by = (0, 1)), respectivamente.

3
Figura 1: A = % ~ 0,90689 Figura 2: A = % ~ 0,78539

No contexto de codigos corretores de erros, a densidade de empacotamento estd relacionada com
a capacidade de corregao de erros, quanto maior for a densidade do reticulado maior é a capacidade
de corregao de erros. Um problema clédssico é a busca por reticulados n-dimensionais de densidade
maxima. Sao poucas as dimensoées em que a densidade maxima é conhecida. Mais precisamente,
s6 sao conhecidos reticulados de densidade maxima e a densidade méxima nas dimensoes de 1
até 8 e na dimensao 24. O reticulado hexagonal é um reticulado de densidade méxima. Outro
problema cléssico relacionado aos empacotamentos reticulados é o problema do ntimero de vizinhos
(kissing number). Para cada x € A, o ntimero de vetores y € A tais que x # y e a distancia
d(z,y) = ||x — y||2 é minima é denominado o ndmero de vizinhos de x. Elementos distintos de um
reticulado A possuem o nimero de vizinhos. Este niimero é denotado por 7 e chamado de nimero
de vizinhos de A. Por exemplo, o nimero de vizinhos do reticulado hexagonal é 7 = 6.
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