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1 Introducao

No estudo de Teoria de Grupos é importante conhecer a estrutura dos grupos e suas proprieda-
des. Os grupos finitos gerados por um elemento sao ciclicos e podem ser facilmente classificados.
Porém, classificar os grupos finitos gerados por dois elementos pode ser extremamente complicado.
Neste trabalho, aplicando alguns resultados preliminares, conseguiremos classificar os grupos de or-
dem 9 a 11, a menos de isomorfismos. A classificagdo dos grupos de ordem < 8 pode ser encontrada
em [2].

2 Resultados Gerais

Teorema 2.1. Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entdo |G| = |H|(G : H).
Demonstragao. [1], pagina 149. O

Teorema 2.2. Sejam n,m, s,u inteiros > 0. Se G € um grupo de ordem nm que possui elementos
a,b tais que: G = {(a,b), a” =e, ™ = a" e ba = a®b, entdo s™ =1 modn e u(s —1) = 0 mod n.
Além disso, quando existir tal grupo, ele € Unico a menos de isomorfismos.

Demonstragao. [1], pagina 185. O

3 Classificagcao
3.1 Grupos de Ordem 9

Temos que Zg e Z3 X Zz sao 2 grupos de ordem 9. Eles nao sao isomorfos, pois Zg possui
elementos de ordem 9 enquanto Zg X Z3 nao possui. Vamos verificar que, a menos de isomorfismos,
eles sao os unicos grupos de ordem 9.

Seja G um grupo de ordem 9 nao ciclico. Pelo Teorema 2.1, todos os seus elementos # e tem
ordem 3. Sejam e # 3 € G\ (). Assim, temos G = {e, o, a?, B, B2, a3, a3?, &3, a?3?}. Portanto,
|G| =9;G = (a,);a® =ee B3 =e.

Mas quem é o produto Ba? Por razoes elementares, temos Ba ¢ {e, a, a2, 3, 3%}. Assim, falta
analisar os casos Sa = af3, Ba = 28, Ba = aB?, Ba = a?B2. Pelo Teorema 2.2, sabemos que em
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cada um dos casos, temos no maximo um grupo.

Agora, vamos verificar se esses grupos de fato existem.

Caso fa = af. Existe. Basta tomar G = Z3 X Zs.

Caso fa = o2f. Pelo Teorema 2.2 nao existe tal grupo, pois 22 = 8 # 1 mod 3.

Caso fa = af?. Nao existe, pois senao, tomando A = 3% e B = «, terfamos G = (A, B), com
A% =e,B% =¢, BA=af? = Ba = A%?B. Como vimos no caso anterior, isso nao é possivel.

Caso Ba = a?3?. Nio existe, pois sendo, terfamos (a3)? = afBaf = a-a?B? - f = e. Absurdo!
Pois sabemos que af tem ordem 3.

Portanto, Zg e Z3 X Z3 sao os Unicos grupos de ordem 9, a menos de isomorfismos.

3.2 Grupos de Ordem 10

Afirmagao 1: G possui um elemento o de ordem 5. De fato, se G é ciclico gerado por um
elemento v, tome a = v2. Se G nao é ciclico, pelo Teorema 2.1, a ordem de qualquer elemento
de G é 2 ou 5. Vamos supor que G nao tenha elementos de ordem 5. Entao todo elemento de G
diferente de e tem ordem 2 e portanto, como pode ser visto em [2, Proposigao 2.4], G é abeliano.
Sejam «, 8 € G, entdo aff = Pa. Logo H = {e, o, B,af} é um subgrupo de G com ordem 4. Mas
4 110. Absurdo!

Afirmacao 2: Se 8 € G tal que 8 € G\ (a) entdo O(B) = 2. De fato, se O(8) = 5, entdo
e,a, 0,0, o B, 5%, B3, 5% sdo 9 elementos distintos de G. Mas af ¢ o8 sdo elementos de G
distintos dos listados acima, entdo G teria pelo menos 11 elementos. Absurdo!

LOgO, G= {6, «, 0423 O;)v a4> ﬂa O[ﬂ, a2ﬂv agﬂv 0545}'

O elemento Ba ¢ {e, o, a?, a3, a*, B}, pois B ¢ G\ (a). Pelo Teorema 2.2, temos que Ba # o3
pois 22 = 4 # 1 mod 5 e que Ba # a3 pois 32 = 9 # 1 mod 5. Portanto, temos duas possibilidades:

|G| = 10; G ={a,p); a® =¢; % =e¢; Ba = apf. (1)

Gl =10;  G=(a,p); o’ =¢ fP=e Pa=a'p (2)

Ainda pelo Teorema 2.2, existe um tnico grupo para cada umas das possibilidades, a menos de
isomorfismos. No caso (1) o grupo é abeliano. Logo, é isomorfo a Z1g, com o isomorfismo que leva

a2 e 5. 0 grupo Ds das simetrias do pentégono regular satisfaz as condigoes de (2), logo
temos G ~ Ds. Portanto, os grupos de ordem 10 sdo iguais ou isomorfos a Z1g ou a Ds.

3.3 Grupos de Ordem 11

Seja G um grupo de ordem 11. Como 11 é primo e todo grupo de ordem prima é ciclico, temos
que G é ciclico. E como todo grupo cilico finito de ordem n é isomorfo a Z,, temos que G ~ Z1.
4 Conclusao

Através da aplicagao de resultados advindos da Teoria de Grupos concluimos que, a menos de
isomorfismos, os grupos de ordem 9 a 11 sao: Zg, Z3 X Zs3,Z1o, D5 € Zq1.
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