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Resumo. O modelo de Zener, também conhecido como o modelo padrao linear sélido (SLS),
é um método simples e completo de modelar o comportamento de um material viscoelastico,
utilizando uma combinagao linear de molas e amortecedores para representar componentes
eldsticos e viscosos, respectivamente. Muitas vezes, o modelo mais semelhante Maxwell, que
é uma mola em série com um amortecedor, e o modelo de Kelvin-Voigt, que é uma mola
em paralelo com um amortecedor, sao utilizados. No entanto, estes modelos sao muitas
vezes insuficiente para representar tal comportamento, o modelo de Maxwell ndo descreve a
fluéncia ou recuperacao, e o modelo de Kelvin-Voigt nao descreve o stress e o relaxamento.
O SLS é o modelo mais simples, que prevé dois fendmenos, o que faz com que seja também
um modelo completo. Com isso em mente, é apresentado um preludio da investigagao do
modelo de amortecimento de Zener substituindo as molas simples por molas nao lineares
(mola Duffing), no que diz respeito ao comportamento de isolamento de vibragao, mostrando
as curvas de transmissibilidade para vérios valores de parametros.
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1 Introducao

O grande desafio para a industria é a redugdo de custo, faz-se necessario assim, o
aprimoramento de solugdes de problemas fisicos tais como vibragoes e ruidos indeseja-
dos. Com isso, o desenvolvimento de novos materiais para atender esta demanda é vasta.
Neste contexto, a aplicagdo do material viscoeldstico pode ser encontrado nas industrias
aeronautica, espacial, naval, civil, ferrovidria, e automobilistica. O material viscoelastico
¢é de uma classe de materiais que apresentam reologia viscoeldstica, ou seja, sdo materiais
que, ao deformar-se, sofrem simultaneamente deformacoes eldsticas e viscosas. Ao aplicar
este material em estruturas de qualquer tipo, sao obtidos ganhos significativos na reducao
de vibragao ou ruido.

Diversas pesquisas foram utilizadas para fundamentar o conhecimento relativo ao com-
portamento de isolamento de vibracao, bem como sua utilizacao em diversos sistemas ad-
vindos da engenharia e da matemética. Conforme [5] apresenta uma andlise de vibragao
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livre e forgada de uma massa suportada por uma combinagao paralela entre uma mola
e um amortecedor elasticamente suportado (modelo de Zener). Temos também que [6]
apresentou um trabalho sobre as frequéncias de um oscilador Duffing com amortecimento
viscoso linear em sistemas com amolecimento e endurecimento, sistemas com variacoes de
rigidez. Posteriormente [4] realizou uma abordagem de solugbes de equagoes de movimento
de vigas impactadas compostas com camada viscoelastica parcial de amortecimento. Uma
abordagem semelhante foi também realizada por [1], apresentando resultados experimen-
tais e numéricos. [2] realizou comparagoes entre dois modelos de absorvedores de energia
para baixa frequéncia, através do modelo de Zener. Outro trabalho utilizando o modelo
de Zener é o de [3], que realizou analise experimental de isoladores de vibragao desenvolvi-
dos para aplicacao espacial em érbita capaz de isolar micro-vibragoes, e também suportar
ambiente de lancamento onde hé vibracao severa.

2 Modelos de amortecimentos viscoelasticos

A descri¢ao do comportamento viscoelastico dos materiais é feita através de equagoes
diferenciais que combinam trés termos: a deformacao eldstica, a taxa de deformagao vis-
cosa, e um termo inercial de aceleragdo. A tensdo total é a soma das tensoes parciais de
cada termo. O desenvolvimento tedrico da viscoelasticidade é feito através da combinacao
em série ou em paralelo dos modelos idealizados. Varios s@o os modelamentos possiveis
para viscoelasticidade linear dos polimeros, modelos estes apresentados na figura 1, que
podem ser tratados matematicamente. Os principais modelos que permitem fazer uma
previsao aproximada do comportamento fisico-mecanico de um material viscoeldstico sio:
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Figura 1: (a) - Modelo de Maxwell, (b) - Modelo de Kelvin, (c) - Modelo de Maxwell-
Kelvin, (d) Modelo de Zener

Na figura 1, E representa mola, v representa amortecedor e m representa massa.
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3 Modelo de Zener

O modelo de Zener que apresenta uma combinacao linear dos modelos de Maxwell
e Kelvin-Voigt, fazendo assim, uma descricao mais adequada do comportamento desses
materiais do que os outros modelos anteriormente citados. Na figura 2 é apresentado o

modelo analisado.
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Figura 2: Modelo de Zener

Do modelo linear de Zener temos as equacbes de movimento que sdao obtidas pelo
equilibrio dinamico de forgas, apresentado nas equagoes 1 e 2.

> Fp=mi — —k(z —a) — c(& — &1) = mi (1)

> P =0 = — k(21 —a) +c(@ —i1) =0 (2)

A equacdo diferencial de terceira ordem que representa o comportamento do modelo
de Zener linear é dada em espago de estado pela equagao 3.

Nk k NE? k NE?
r=—-——i=—(N+1)z— x4+ —(N + 1)agw cos(wt) +
c m cm m cm

apsin(wt)  (3)

Na figura 3 sao apresentados resultados do modelo de Zener linear com variagao do
coeficiente de amortecimento (¢), de 2 a 7.
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Figura 3: Resultados de transmissibilidade pela frequéncia do modelo de Zener

3.1 Modelo nao-linear de Zener

O modelo de Zener nao linear, apresentado através de modelos matematicos derivados
das equacoes de Lotka-Volterra visando investigar oportunidades de melhoria de isoladores
mecanicos quando projetados para atuar em faixas dinamicas com respostas nao lineares.
A nao-linearidade apresentada nessa se¢ao, trata-se de uma mola nao-linear, uma mola
tipo Duffing sendo a nao-linearidade aplicada & mola (k) da figura 2. Sendo assim, o
equilibrio das forgas dindmicas é dado pelas equagoes 4 e 5.

> F=mi — — Nik(z — a) — Nok(z — a)® — (i — &) = m&  (4)
> Fp =0 = — N3k(z1 —a) + c(d —d1) =0 (5)

A equacdo diferencial de terceira ordem que representa o comportamento do modelo
de Zener nao-linear é dada em espaco de estado pela equagao 6.

. Nsk. k Nk?
= = B )Ny o+ Ny + BN — @) -

& m cm

(z — a)[N1 + Na(z —a)?] (6)

Considerando as forgas de excitagdo harmoénica dadas pelas equagoes 7 e 8.

a = ag sin(wt) (7)
a = agw cos(wt) (8)

Os resultados da implementacao da equagao 6 sao apresentados na figura 4.
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Figura 4: Caso 1 - Modelo nao linear, Caso 2 - Modelo nao linear com variacao na forca
de excitacao do sistema

4 Conclusoes

O modelo de Duffing descreve o movimento de um oscilador amortecido com um poten-
cial mais complicado que no movimento harmonico simples, sistemas cuja rigidez de mola
nio obedece exatamente lei de Hooke. E investigada a influéncia de diversos parametros
possibilitando a identificacao onde fendmenos indesejados possam ocorrer.

Nota-se a influéncia da nao-linearidade no modelo de Zener uma vez que a andlise de
sensibilidade paramétrica mostra que héa varias regides onde nao é possivel visualizar seus
resultados, e mais estudos sdo necessarios para determinar regioes nas quais fenémenos
indesejados ocorram, adotando assim, diagramas de bifurcacao e mapa de Poincaré.
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