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Resumo. Em otimizacao estrutural os resultados obtidos devem ser robustos em relagao
a incertezas, sejam elas oriundas da natureza probabilistica das varidveis de trabalho ou
aquelas inerentes a resisténcia dos materiais, por exemplo. Este fato tem levado ao de-
senvolvimento de diferentes metodologias de otimizacao estrutural baseada em incertezas.
Sendo assim, o objetivo deste trabalho é propor uma nova formulagao para o problema
de otimizagao topoldgica estrutural baseada em confiabilidade com restricao em tensao.
Buscam-se entao estruturas de volume minimo que atendam simultaneamente aos critérios
de resisténcia e confiabilidade estruturais.

Palavras-chave. Confiabilidade, Restrigao em Tensao, Derivada Topoldgica

1 Introducao

Em otimizagao topoldgica estrutural buscam-se estruturas (topologias) étimas de acordo
com um dado aspecto partindo-se de uma geometria definida e de um material escolhido.
Um desses aspectos trata de um antigo desafio da engenharia e consiste em desenhar uma
estrutura com minimo volume capaz de resistir as tensoes oriundas dos carregamentos
aplicados. Diversas técnicas de otimizagao foram empregadas na solugao de tal problema,
dentre as quais destacam-se os métodos baseados no conceito de derivada topoldgica. Este
conceito permite o desenvolvimento de algoritmos de otimizacao topoldgica bastante efi-
cientes, ver por exemplo [5].

Uma abordagem importante na otimizacao estrutural é considerar que os resultados
obtidos sejam robustos em relacdo a incertezas, sejam elas oriundas da natureza proba-
bilistica dos carregamentos ou aquelas inerentes a resisténcia dos materiais, por exemplo.
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Classicamente, levar em conta incertezas em um projeto de estruturas significava utili-
zar um fator de seguranca. No entanto, tal abordagem pode ser bastante limitada em uma
grande variedade de casos ou ainda conduzir a resultados muito conservativos. Este fato
tem levado ao desenvolvimento de diferentes técnicas de otimizacao estrutural baseadas
em incertezas, tais como otimizacao robusta [2] e otimiza¢do baseada em confiabilidade
(RBDO - Reliability-Based Design Optimization) [4].

Neste trabalho objetiva-se propor uma nova formulacao para o problema de otimizacao
topolégica estrutural baseada em confiabilidade que consiste na minimizacao do volume
de uma estrutura com restricao em tensao levando-se em conta incertezas nos dados.

2 Formulagao Deterministica do Problema de Otimizacao

O problema deterministico de minimizagao do volume estrutural com restricaio em
tensao pode ser formulado como a seguir. Considere D C R? um dominio aberto e limitado
com fronteira I', e também um subdominio €2 C D. Assim, o problema de otimizagao
estudado pode ser descrito como: Encontrar Q¢ C D, tal que

Minimize [Q,
QCD (1)
sujeito a: g, <0, g.s. Q" C Q,

com 2 = Q*Uw C D, onde o subdominio Q2* representa a parte de €2 onde é imposta a
restricao em tensao, j4 w representa a parte de €2 onde a restricao em tensao nao pode ser
imposta. Alguns termos acima necessitam explicacao: || denota a medida de Lebesgue
de €2, isto é o volume da estrutura, além disso, a restricao g, é definida como

9o = O0M — o, (2)
onde ops € a tensao de von Mises dada por

1
oM = 51830-0 com B=3[-1I®], (3)
sendo I e T os tensores identidades de segunda e quarta ordem respectivamente e o usado

para denotar o tensor tensao. Tem-se ainda a relagao constitutiva linear escrita como
o = pCe, (4)

onde € é o tensor das deformacgoes ou tensor Green linearizado e C o tensor constitutivo
de Hooke definido por
C=2ul+ N®I, (5)

com p e A os coeficientes de Lamé, ambos considerados constantes em todo dominio. Para
completar a formulagao do problema de minimizagao resta definir a fun¢do continua por
partes p:

1, sexe)

o= o Xt g ()

com pp < 1 usado para simular vazios.
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3 Formulacao do Problema de Otimizacao Baseada em Con-
fiabilidade

Considere agora que algum parametro, x;, do problema nao é totalmente conhecido, ou
ainda, sua intensidade possui algum nivel de incerteza. Entao, tal parametro nao pode ser
mais tratado como um parametro deterministico, sendo este modelado como uma variavel
aleatéria. Neste contexto, o problema se resolvido de forma deterministica tende a gerar
resultados ineficientes na pratica.

Seja x = [x;],7 > 0 um vetor que contém todos os parametros incertos do problema,
x;, a serem considerados. Note que, ao considerar os dados de entrada (pardmetros) do
problema como varidveis aleatérias, a restricao g,, torna-se também uma varidvel aleatéria
e dal escreve-se g, := g, (x). Portanto, assume-se que a probabilidade da restri¢ao g, (x)
ser violada deve ser menor que uma probabilidade de falha admissivel, P,,q., logo

P(g,(x) > 0) < Prnga, (7)

onde P(+) é a probabilidade de um dado evento ocorrer. O problema de otimizacao baseada
em confiabilidade, também conhecido na literatura como problema de RBDO - Reliability-
Based Design Optimization é dado por: Encontrar ¥ C D, tal que

Minimize [Q,
QCD (8)
sujeito a: P(g,(x) > 0) < Priaz-

Observe que a superficie definida por g, (x) = 0 divide o espaco probabilistico em duas
regides: uma regiao segura (S), para g,(x) < 0 e uma regiao de falha (F), definida por
g, (x) > 0. A relagdo g,(x) = 0 é ainda conhecida na literatura com funcao de estado
limite.

3.1 Abordagem Baseada no Indice de Confiabilidade

Na pratica, calcular a probabilidade de falha

P(go(x) > 0) = / H(x)dx, (9)

9q (x)>0

onde ¢(x) é a funcdo de densidade de probabilidade da varidvel aleatéria x, é muito
dificil, as vezes impossivel. Assim, ao longo dos anos foram desenvolvidos varios métodos
a fim de aproximar tal probabilidade, entre eles destaca-se o método FORM - First Order
Reliability Method, originalmente desenvolvido para varidveis Gaussianas, que forma a
base de diversos métodos de otimizagao baseada em confiabilidade.

Ao utilizar o método FORM, a integral em (9) é aproximada no espac¢o normalizado
padrao, através da transformacao T : x — v tal que

X; — X

V; = 5 (10)

Si
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onde X; e s; sdo as médias e os desvios padroes das varidveis aleatorias x;. Caso as varidveis
nao possuam distribui¢cdo Gaussiana podem ser utilizadas transformagoes equivalentes [4].
Neste novo espago, o ponto mais provavel de falna MPP -Most Probable Point é aquele
com menor distancia da origem até a regidao de falha (F), detalhes na Figura 1.

X2 V2
A

v =MPP

» X1 » V1

\gn(V) =

Figura 1: Método FORM

O indice de confiabilidade 8 é entao definido como a distancia entre a origem no
espago normalizado e o MPP, e é calculado a partir do seguinte problema de andlise de
confiabilidade: Encontrar v* € R™, tal que

Minimize ||v||,
veR™
sujeito a: g, (T~1(v)) = 0.

(11)

Ao utilizar um indice de confiabilidade para aproximar a probabilidade de falha P(g(x) >
0) constitui-se uma abordagem conhecida na literatura como RIA - Reliability Index Ap-
proach. O indice de confiabilidade é entao dado por § = ||v*||, onde v* solugao do problema
de andlise de confiabilidade (11) é o ponto mais provéavel de falha (MPP).

Assim o problema de otimizacao baseada em confiabilidade (8) pode ser reescrito como:
Encontrar QP C D, tal que

QCcD (12)

Minimize [Q,
Sujeito a: ﬁ > ﬁminy

onde B, € um indice de confiabilidade minimo a ser respeitado.

3.2 Abordagem Baseada em Medida de Performance

O problema de anélise de confiabilidade (11) resultante da abordagem baseada no
indice de confiabilidade é mal condicionado, o que leva a problemas de convergéncia [4].
Assim, como forma de facilitar o processo de otimizagao, o problema (12) pode ser
substituido pelo seguinte: Encontrar QP C D, tal que
{ Minimize |9,
QCD

.. (13)
sujeito a: g, (x*) <0,
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5
onde x* = maxg,(T71(v)) com ||[v|] = Bmin, ou seja, x* deve ser solugao do seguinte
problema de andlise de confiabilidade inversa [4]: Encontrar x* € R™, tal que

{ Maximize g, (T~ 1(v)), (14)
sujeito a: [|[v|| = Bmin-

Esta abordagem é conhecida na literatura como PMA -Performance Measure Appro-
ach. A solu¢do do problema (14) é o ponto que maximiza a fungao de estado limite g
com distancia igual ao minimo permitido pelo indice B;,. Consequentemente, pode ser
visto como o pior cendrio dentre todos os pontos de distancia (,,;, da origem do espaco
normalizado. A restrigdo do problema (13) impde que o pior caso deve respeitar a restrigao
original.

3.3 Estratégia de Desacoplamento - Método SORA

Neste trabalho serd adotada uma estratégia de desacoplamento do problema de oti-
mizagao baseada em confiabilidade através do método SORA - Sequential Optimization
and Reliability Assessment, que foi introduzido na literatura por [3]. Neste contexto,
uma estratégia de desacoplamento consiste em nao ter que resolver concomitantemente o
problema de andlise de confiabilidade (14) e o problema de otimizagao estrutural (13).

Primeiramente define-se a solucao do problema (13) como o par (P, xP). Vale ressaltar
a seguinte diferenca de notacdo, note que x* é definido como um pior cendrio obtido
para uma topologia arbitraria, enquanto x? é definido como o pior cenério obtido com a
topolégia étima OP.

Suponha que a solugao xP seja conhecida. Assim, nao é necessario resolver o problema
de maximizagao (14) antes do problema de minimizacao (13). Neste caso, a topologia
6tima QP pode ser obtida diretamente tomando xP no problema (13). Ou seja, uma vez
que o pior cendrio xP é conhecido, o problema (13) torna-se um problema de otimizagao
deterministica. Por outro lado, se a topologia étima QP é conhecida, o pior cenédrio dada
tal topologia pode ser diretamente encontrado através do problema (14) em cada ponto
do dominio.

Na pratica, nem (P ou x? sao conhecidos a priori, a menos que o problema ja esteja
resolvido. Entretanto, é possivel partir de aproximacgoes iniciais e realizar atualizacoes
iterativamente até encontrar solugoes com acuricia desejada. Considere (k) um ndmero
genérico de iteragoes, entao um algoritmo iterativo para resolver o problema de Otimizacao
Topolégica Baseada em Confiabilidade pode ser resumido como apresentado em Algoritmo
1. O processo ¢ iniciado com uma topologia arbitraria dada QO Com essa topologia
encontra-se o pior cendrio x(?) para cada ponto de interesse resolvendo (14). Agora,
com o pior cendrio x(9) encontra-se uma nova topologia Q) resolvendo (13) e assim
sucessivamente, até atingir convergéncia.
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Algoritmo 1: Algoritmo Alternado de Otimizagao Baseada em Confiabilidade
0)

input : Topologia inicial
output: (P, xP)
Incialize k < 0;
Encontre x(*) resolvendo (14) com Q = Q(©);
while convergéncia nao alcancada do
Atualize k + k + 1;
Encontre Q) resolvendo (13) com x* = x!
Encontre x(®) resolvendo (14) com Q = Q*);
end while
Retorne a solugao (QP, xP).

k—1).
)

o N & Ok W =

4 Experimentos Numéricos

Na obtencao dos resultados numeéricos, o algoritmo de otimizacao estrutural proposto
por [1] baseado em derivada topoldgica e representagao do dominio por funcao level-set é
utilizado na solugao do problema (13) com x* = x =1 fixo, necessério no passo 3 linha
5 do Algoritmo 1 na Secao 3.3. Além disso a solugao do problema (14) com Q = Q)
fixo, necessario no passo 3 linha 6 do Algoritmo 1, é obtida através do método proposto
por [6] conhecido como AMV - Advanced Mean Value. Ainda nos exemplos numéricos
foram utilizados os seguintes parametros: médulo de Young E = 1.0 e coeficiente de
Poisson v = 0.3, enquanto o contraste pg = 1074, O fndice de confiabilidade utilizado
foi Bmin = 2.0. Além disso consideramos incertezas na intensidade dos carregamentos
aplicados e/ou na tensdo admissivel. Finalmente, a implementacdo computacional foi
realizada em MATLAB onde utilizou-se o Método de Elementos Finitos via elementos
triangulares lineares. Os experimentos apresentados foram realizados numa maquina com
sistema. operacional Windows 7, 8GB de memdria RAM e processador Intel i5.

Considere um painel quadrado 1 x 1 engastado na parte superior e submetido a um par
de carregamentos, veja a Figura 2. Tais carregamentos sao aplicados no meio da borda
inferior e sdo tais que gq; = (2.0, —1.0) e g2 = (—2.0, —1.0). O dominio inicial é discretizado
em uma malha uniforme com 6400 elementos e 3281 nés. Se o problema de otimizagao é

qz/\ql

Figura 2: Dominio inicial e condicées de contorno.

resolvido considerando todos os parametros deterministicos, a topologia étima obtida apds
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63 iteragoes com 27% de fragao de volume é aquela mostrada na Figura 3(a). Assumindo
que a intensidade dos carregamentos possuem incertezas, a estrutura final pode ser vista
na Figura 3(b) e foi obtida apds 38 iteragoes com 48% de fragao de volume. Ao passo que
ao considerar incertos tanto a intensidade dos carregamentos quanto a tensao limite do
material, o resultado pode ser visto na Figura 3(c), sua obtengao deu-se ap6s 52 iteragoes
com 52% de fragao de volume.

(a) (b) ()

Figura 3: Resultados obtidos utilizando (a) pardmetros determisticos, (b) carregamentos
incertos e (c) carregamentos e tensao admissivel incertos.

5 Conclusao

Neste trabalho foi proposta uma nova formulacao para o problema de otimizagao to-
poldgica estrutural baseada em confiabilidade com restricao em tensao utilizando o con-
ceito de derivada topoldgica. Os resultados numéricos apresentados mostraram a aplica-
bilidade e robustez da formulagao proposta.
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