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Resumo. O método de homogeneizacao assintdtica é aplicado ao problema da distribuicao
de um campo térmico estacionario sobre um meio micro-heterogéneo e periédico com com-
portamento constitutivo linear e na presenca de uma fonte de calor. Obtém-se os coeficientes
efetivos da condutividade e os problemas locais e homogeneizado, os quais permitem cons-
truir uma solucao assintdtica formal do problema original. Mediante um exemplo, ilustra-se
a proximidade entre as solugoes assintotica e homogeneizada.
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1 Introducao

Neste trabalho, estuda-se o comportamento efetivo de meios micro-heterogéneos e
periddicos cujas propriedades fisicas variam continuamente com relacao a posicao. Meios
periédicos sao aqueles nos quais a heterogeneidade pode ser reproduzida mediante a re-
plicagao periédica de um elemento recorrente Y chamado de célula basica. Tais meios apre-
sentam separagao de escalas estruturais caracterizada pelo parametro e =[/L, 0 < ¢ < 1,
onde [ e L sao, respectivamente, os comprimentos caracteristicos da microescala e a ma-
croescala. Assume-se também que o meio satisfaz a hipétese do continuo, ou seja, que
[ é muito maior que o comprimento caracteristico da escala molecular. Assim, o meio
heterogéneo pode ser visto como um continuo na microescala, e propriedades efetivas po-
dem lhe ser atribuidas [1]. Mais precisamente, a hipétese de homogeneidade equivalente
estabelece que, na macroescala, o meio heterogéneo ¢ fisicamente equivalente a um meio
homogéneo, tal que as propriedades efetivas do primeiro s@o as propriedades do segundo [2].
Ao processo de obtencao de tais propriedades efetivas dé-se o nome de homogeneizacao.

Fenomenos que ocorrem em meios micro-heterogéneos sao descritos por problemas
de valores de contorno e iniciais cujas equagoes diferenciais tem coeficientes rapidamente
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oscilantes, enquanto as equagoes dos problemas para o meio homogéneo equivalente tem
coeficientes constantes [2]. Assim, a hipdtese de homogeneidade equivalente serd valida se
a solugao u® do problema para o meio heterogéneo é e-préxima da solugao ug do problema

para o meio homogéneo associado com relagao a alguma norma, isto é, ||u® — ug|| = O(e).
Neste trabalho, estuda-se o seguinte problema eliptico: Encontrar u® € C?(Q2), Q =
[0,1]¢, tal que
0 ou’
fuf = — | a5 (x = f(x), x € €,
0z ( il )Oajl> /(@) (1)

uf =0, x € 092,

onde a; € C(Q) sdo €Y -periédicas, Y = [0, 1]%, e tais que a$y(z) = aj;(x) para todo z €
(simetria) e Vi € R, 3c > 0 : Vy € RY, ajy(y)njm > cmmy (cardter definido positivo). Em
(1) adotou-se a notacao de Einstein para a soma por indices repetidos com j,l = 1,2, ..., d.
O problema (1) modela a distribui¢do de um campo térmico estaciondrio u® sobre um
meio micro-heterogéneo e periédico com condutividades a5 (z) = aji(z/€) na presenca de
uma fonte de calor f. Observe que este problema é, no geral, dificil de resolver analitica-
mente, enquanto uma abordagem numérica direta requer de uma discretizacdo muito fina
do dominio para capturar o comportamento rapidamente oscilante dos coeficientes a?l(:v),
o qual aumenta consideravelmente o custo computacional e compromete a convergéncia do
método numérico adotado. Uma alternativa eficaz e matematicamente rigorosa é o método
de homogeneizagao assintética (MHA) [2]. Formalmente, o MHA propoe uma solugao as-
sintética formal do problema original, ou seja, uma série assintética de poténcias de ¢,

o)
ul™®) (z,¢) = Ze’ui(m, Y), y=ux/e, (2)
i=0
a qual, em presenca de linearidade, é uma expansao assintética da solugao exata do pro-
blema: uf ~ u(®). Os coeficientes u; das poténcias de € sdo funcdes Y-periédicas em y e
duas vezes continuamente diferencidveis obtidas de uma sequéncia recorrente de problemas
que resulta de substituir (2) no problema original (1).

2 Aplicacao do MHA

Considere uma solugdo assintética formal u(?) do problema (1) obtida de truncar (2)
no termo de ordem O(g?), ou seja,

u® (z,¢) = ug(x,y) + eur (z,y) + 2uz(z, ), y=ux/e, (3)
onde u; € C%(Q x Y) sdo Y-periédicas em y.
OF OF 10F

Ao substituir (3) na equacao de (1) e aplicar a regra da cadeia — = — + —— ,
x; Ox; €0y; Y=z /e

e ainda, considerar o operador L,5 = 80; (aﬂ(y)aaﬁl), a, f € {z,y}, obtém-se
j

£ou® — fz) = €2 Lyyuo + e (Layuo + Lyzuo + Lyyur)

4
+50 (ECCIU/O + ['xyul + »cyxul + Lyy“? - f({L‘)) + O(S) ( )
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Logo, para que u? seja uma solugao assintética formal de (1), a seguinte sequéncia recor-

rente de equacoes deve ser satisfeita:

-2

€ i Lyyug =0 (5)
el Lyyur = —Lygyuo — Lyauo (6)
S Lyyus = —Loygug — Lyyur — Lygur + f(z). (7)

O seguinte Lema [2] garante a existéncia de solugoes u; Y-periddicas de (5)-(7):

Lema 2.1. Sejam a;;(y) e F(y) funcoes diferencidveis Y -periodicas, e a;;j(y) satisfaz as
condicoes de simetria e positividade. Entdo, existe N solucdo Y -periddica da equacgdo

0 ON
LN = g (a5 ) = ) ®)
Yi
se e somente se (F(y)) = / F(y)dy = 0. Tal solugdo € unica salvo uma constante aditiva,
Y

ou seja, N(y) = ]VN(y) +C, onde ﬁ(y) ¢ a solugao Y -periddica de (8) que tem média nula
sobre o periodo, (N) =0, e C € uma constante arbitrdria.

A aplicagao do Lema 2.1 em (5) implica que ug nao depende da varidvel y, ou seja,
uo(z,y) = uo(x). (9)
De considerar (9) em (6) e aplicar o Lema 2.1 segue existe u; Y-peridédica em y dada por

Jug

ui(x,y) = Np(y)=—, (10)
P 0z,
onde N, (y) é solugao do problema local
) N,
-~ ) ) i) Y
ayj <a]]7(y> + a]l(y) ayl ) 07 ) c ) (11)

(Np(y)) = 0.

De aplicar o Lema 2.1 em (7), obtém-se que a condigao necessaria e suficiente para a
existéncia de uy Y-periddica solugao de (7) é a chamada equacao do problema homoge-
neizado, o qual é formulado como: Encontrar ug € C%(Q) tal que

82u0
~ _ 0
a]pﬁxj(?:cp f(@), re (12)
up(x) =0, x € 00
onde aj, sao os coeficientes efetivos
~ ON,
i = (a0 Gt + ) ). (13
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Note que de substituir a equagao de (12) em (7) obtém-se uz da forma

6211,0

dxp0xy

uz(,y) = Npq(y) (14)

Portanto, dos resultados fundamentais obtidos na construcao de uma solugao as-
sintética formal de (1), tem-se a expressio de u(?) da forma

2
(2) _ N, (EY 00, 2y (%) U0 1
u'(z,e) = up(z) +eNp <€> oz, + e N (5) 0,014 15)

Na prética, basta obter ug e u1, pois é possivel provar que ||uf — u(!) ||Hé(ﬂ) = O0(\/e).
Mas para obter ug, basta substituir a equac@o de (12) e (14) em (7) para definir um
segundo problema local em que busca-se Np,.

E possivel provar que os coeficientes efetivos @, dados por (13) preservam a simetria
e o caracter definido positivo dos coeficientes do problema original, o qual constitui uma
ferramenta de controle dos célculos realizados. Finalmente, é possivel provar, mediante o
principio do méximo generalizado para equagoes elipticas [2], que ||u® —uo|| HiQ) = O(Ve).

3 Exemplo

Seja d = 3, e considere o problema (1) para um meio micro-heterogéneo €Y -periédico e
isotrépico, isto é, a5, (z) = a*(z)dj;, com a(y) = 1+0.25sen (2mys1 ) sen (2my2) e f(z) = —1.
Para este problema, resolvem-se os problemas (11), (13) e (12), obtidos da homoge-
neizacgao assintotica. E possivel perceber que o primeiro destes problemas é bidimensional
do ponto de vista da homogeneizacao, pois seus problemas locais dependem apenas de
Y1 € y2, sendo isso uma consequéncia da propriedade a®(x) depender apenas de z1 e xa.

Portanto, de (11) resolve-se o seguinte problema local:

) aNp> ) ( aNp) da
a - |+t . | T T35 € Y7
oy (a(y) oy 0y a(y) 0y Yp Y (16)
<Np(y)> = 07

para cada p = 1,2,3. A equacdo deste problema é de Poisson bidimensional para p = 1,2
e de Laplace para p = 3. Para resolvé-lo, utilizou-se o Método das Diferengas Finitas [3].
Os resultados a seguir foram obtidos para uma malha de 10000 pontos, para cada p. Na
Figura 1 estao representadas as solugoes dos problemas locais N, para p = 1,2, pois para
p =3, N3(y) = 0.

As solugoes locais IV, foram calculadas assumindo condigoes de Dirichlet homogéneas
no contorno da célula periédica, ou seja, trocou-se a condicao (/N,) = 0 no problema local
(11) por Nplgy = 0, para garantir que a solucao assintética uM) satisfaca exatamente
as condigoes de contorno do problema original. Por outro lado, note que o Lema 2.1
utiliza a condicdo de média nula para a unicidade. No geral, a escolha diferente para
garantir a unicidade das solugoes locais s6 influi qualitativamente no comportamento da
solucao assintética na vizinhanca do contorno. Mas, a diferenca entre as solugoes locais
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Figura 1: Solugoes dos problemas locais Ny e N, sendo N3 = 0.

obtidas a partir dessas condigoes diferentes é uma constante aditiva, e como os coeficientes
efetivos dependem apenas das derivadas das solugoes locais, tal diferenca nao influi nos
seus valores. Mesmo assim, para o exemplo resolvido, apds o calculo das solugoes locais
com condigoes homogéneas, se verificou que as médias dessas solugoes sao muito proximas
de zero. Especificamente, (N7) = 2.365 - 107°, (Np) = —2.309 - 107° e (N3) = N3 = 0.
Ainda mais, estes valores tendem a zero quando o passo da discretizacao tende a zero.
Isto quer dizer que as solucgoes do exemplo apresentado, satisfazem ambas condicoes para
a unicidade, ou seja, se anulam no contorno da célula de periodicidade e tem média nula
sobre a célula periddica.

Obtidas as solugoes dos problemas locais, é possivel calcular os coeficientes efetivos
(13). Logo, pelo Método de Simpson - Regra do 1/3 bidimensional [3] calcula-se cada
elemento da matriz dos coeficientes efetivos, obtendo-se assim:

0.994587 0.000103 0
(@jp)1<jp<s = | —0.000084 0.994607 0 (17)
0 01

Note que esta matriz é definida positiva, e que os elementos fora da diagonal principal
sao muito proximos de zero, isto é, pode-se assumir que @j, satisfaz a condigao de sime-
tria. De fato, malhas mais finas produzem valores muito mais préximos de 1 na diagonal
principal e de 0 fora dela, respectivamente, mas o custo computacional é também muito
maior, podendo conduzir inclusive & nao convergéncia do método numérico. Sendo assim,
quando o passo da discretizacao tende a zero, tem-se que aj, = 0, que ¢, evidentemente,
simétrica e definida positiva, como esperado. Este resultado pode ser controlado a partir
de cotas variacionais para os coeficientes efetivos derivados da energia efetiva linear [2]:

(™ () sp < @jp < {a(y))Gjp, (18)

onde (a(y)) =1 e (a"!(y))~! = 0.984055.
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Obtidos os coeficientes efetivos, resolve-se o problema homogeneizado (12), que é dado
por uma equacao de Poisson e condigoes de Dirichlet homogéneas, ou seja,

82’&0 82u0 62u0 _

-1, x €

or? = 0x2  Oxi (19)
ug = 0, x € 0.
A solucao de (19), obtida por separacao de varidveis [4], é
64 — sen(imxy)sen(jrxs)sen(krrs)
= — . 20
uo(z) = 75 J;:l (@124 @ -1+ @) @D -1 20

Nas Figuras 2 e 3 a seguir, apresentam-se as solucoes u!), ug e as diferencas u") — ug
para e = 2% k =1,2,3, respectivamente:

WD e =172 u

0
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Figura 2: Solugoes assintética (esquerda) e homogeneizada (direita).

£=1/2, x3=0 5 e=1/4, x3=0.5 £=1/8, x3=0.5

Figura 3: Diferenca entre as solucdes assintética e homogeneizada para ¢ = 27% k = 1,2, 3.
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Na visualizacao tridimensional das solucdes assintética e homogeneizada apresentadas
na Figura 2 nao é possivel distinguir as leves diferencas entre elas. No entanto, note que
sua representacao bidimensional tais diferencas sao visiveis. Especificamente, o grafico da
esquerda na Figura 2 apresenta uma pequena assimetria, enquanto o grafico da direita é
perfeitamente simétrico. Mas mesmo assim, ambas solugdes sdo muito proximas, como
ilustrado na Figura 3.

4 Conclusoes

O exemplo apresentado ilustra de maneira muito clara a necessidade de uma aborda-
gem alternativa (aqui, o MHA) & resolucao direta do problema original com coeficientes
rapidamente oscilantes. Especificamente, o problema original (1) é tridimensional e com
coeficientes rapidamente oscilantes, o qual faz com que uma abordagem direta por um
método tradicional, como o método de diferencas finitas empregado aqui, requeira de
uma discretizacao tridimensional extremamente fina do dominio para conseguir capturar
a variacao rapida dos coeficientes. Isto implica em um alto custo computacional e no com-
prometimento da convergéncia do método numérico empregado. Assim, o MHA forneceu
uma alternativa na procura da solucao deste problema na forma da solucao assintética for-
mal, a qual é muito préxima da solugao exata [2]. Ainda mais, do ponto de vista prético,
os problemas gerados da aplicacdo do MHA, ou seja, os problemas homogeneizado e lo-
cais, s@o muito mais simples de serem resolvidos. No exemplo, os problemas locais sao
bidimensionais e seus coeficientes, mesmo nao sendo constantes, ndo oscilam rapidamente,
o qual permitiu que o método de diferengas finitas fosse aplicado com sucesso. Ja para o
problema homogeneizado, o qual tem coeficientes constantes, foi resolvido analiticamente
por separagao de varidveis. Por outro lado, a busca da solugao exata do problema original
requereria de abordagens nao tradicionais, como métodos numéricos multiescala.
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