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Resumo. A andlise de sensibilidade topolégica fornece uma funcao escalar, chamada de-
rivada topoldgica, que mede a sensibilidade de um dado funcional de forma em relagao a
uma perturbacao singular infinitesimal no dominio, tal como a insercao de furos, inclusoes,
termos fonte ou até mesmo trincas. Este conceito tem se mostrado extremamente rele-
vante no tratamento de uma ampla gama de problemas da fisica e da engenharia. Neste
trabalho, é apresentada a derivada topoldgica no contexto de fraturamento hidraulico tri-
dimensional. Inicialmente, serd introduzido um modelo de evolugao de dano submetido a
pressao hidrostatica. Tal modelo é obtido, basicamente, incorporando o conceito de dano
pressurizado ao modelo de Francfort-Marigo. Na sequéncia, é apresentada, de fato, a deri-
vada topologica associada ao novo modelo. Este resultado é o termo principal da expansao
assintética topoldgica da energia potencial total associada a um problema de elasticidade li-
near tridimensional considerando como perturbacao topoldgica a nucleagao de uma inclusao
esférica com condi¢ao de transmissao nao homogénea. Objetiva-se, futuramente, a partir
dos resultados aqui obtidos, construir um algoritmo de nucleagao e propagacao de dano
submetido a pressao hidrostatica em trés dimensoes.

Palavras-chave. Fraturamento Hidrdulico Tridimensional, Andlise de Sensibilidade To-
poldgica, Derivada Topoldgica.

1 Introducao

Neste trabalho o conceito de derivada topolégica é aplicado no contexto de fratura-
mento hidraulico tridimensional. Inicialmente, propoe-se uma extensao do modelo de dano
de Francfort-Marigo, [1], na qual leva-se em conta que a regiao danificada esté sujeita a
acao de pressao hidrostatica. Associada a este novo modelo, é entao, apresentada a deri-
vada topoldgica sendo esta o principal termo da expansao assintética topoldgica da energia
potencial total associada a um problema de elasticidade linear tridimensional considerando
como perturbacao topoldgica a nucleagao de uma inclusao esférica com condicao de trans-
missao nao homogénea. Fisicamente, hé pressao hidrostatica atuando sobre a interface da
perturbagao topoldgica. Sendo assim, objetiva-se, futuramente, desenvolver um algoritmo
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de nucleacao e propagacao de dano submetido a pressao hidrostatica, simulando assim o
processo de fraturamento hidrdulico tridimensional. Nota-se, no entanto, que no contexto
da mecanica do dano e da fratura a utilizacao da derivada topoldégica em conjunto com
o modelo de dano de Francfort-Marigo é conhecida na literatura, ver por exemplo [2,3].
Contudo, até o presente trabalho, nao é levada em conta a acao de pressao hidrostatica
atuando sobre a interface da regido danificada. Dessa forma, a introducéo de um modelo
de evolucao de dano submetido a pressao hidrostatica é nova e representa a primeira con-
tribuicao importante deste trabalho. Por outro lado, no contexto de elasticidade linear
tridimensional, a derivada topoldgica é conhecida na literatura quando obtida com respeito
a nucleagao de furos com condigoes homogéneas, ver por exemplo [4]. Também é conhe-
cida no contexto de elasticidade anisotropica com condicao de transmissao homogénea
sobre a interface da perturbacao topoldgica, ver [5]. A derivada topoldgica com respeito a
nucleagao de inclusoes com condicoes de transmissao nao homogénea foi rigorosamente de-
senvolvida em [6], porém, somente para o caso bidimensional. Portanto, nao ha resultados
com respeito a nucleagao de inclusoes com condicoes de transmissao nao homogénea no
contexto tridimensional. Sendo assim, a derivada topoldgica aqui apresentada representa
a segunda e mais importante contribuicao deste trabalho.

2 Fraturamento Hidraulico

Fraturamento hidrdulico estuda a evolucao de regices previamente danificadas em cor-
pos elasticos quando estas estdo submetidas a injecao de fluido sob alta pressao.

2.1 Modelo de Dano de Francfor-Marigo

O modelo de dano proposto por Francfort-Marigo em 1993, [1], é utilizado para des-
crever a evolucao quase-estatica de corpos linearmente eldsticos com uma trinca em pro-
pagacao. De acordo com o modelo, tal comportamento é obtido minimizando um funci-
onal que é a soma da energia potencial total do sistema com uma medida de dissipassao
energética. O modelo apresenta algumas limitacoes devido a sua natureza puramente
energética, todavia, converge, no sentido da gama convergéncia, para o modelo de fratura
de Griffth, [7], amplamente utilizado na modelagem de fratura fragil.

Considere um corpo elastico deformavel representado por um dominio 2 C R3 aberto,
limitado, com fronteira 0f) suave e que contém em seu interior uma regiao w previamente
danificada. O modelo de Francfort-Marigo propde que puntualmente deve existir uma
mudanca abrupta de comportamento caso alguma condicao associada ao material ocorra.
Assim, a proposta deste modelo de dano consiste em, inicialmente, introduzir um par de
materiais: um representando a regiao sadia, isto é, Q\w, e o outro a regido danificada w.
Com esta finalidade introduz-se um parametro p definido da seguinte forma:

1 sexeQ\w,
po sex €Ew, com 0<py<Il.

p=pta) = { (1)

A partir dai, a mudanca do material sadio para o material danificado ocorre somente
se a liberacao da energia associada a esta transicao superar um determinado valor carac-
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teristico associado ao material. Em outras palavras, o dano ocorre se:
€ > €p, (2)

onde € é a energia especifica de deformagao e ¢, € uma constante positiva que representa
a densidade de liberagao de energia associada a perda de rigidez (inicio do dano).

Por fim, o modelo prop6e um funcional, J,,(u), denominado funcional de dissipagao de
energia de Francfort-Marigo, a ser minimizado, definido da seguinte forma:

Ju(u) = E(u) + e |wl, (3)

onde a primeira parcela representa a energia potencial total do sistema e a segunda uma
medida de dissipacao energética, como mencionado.

2.2 Dano Pressurizado

No contexto de fraturamento hidraulico, a regiao danificada w encontra-se pressurizada
(dano pressurizado), ou seja, sujeita a agdo de pressao hidrostatica. Também é levado em
conta um aumento gradativo desta pressao no interior da regiao danificada. A pressao,
neste caso, é representada da seguinte forma:

p = po + 0p, (4)

onde pg representa a pressao inicial e 0p o incremento. Cabe destacar que tal incremento
implica em uma pequena variacao no campo de deslocamentos.

O modelo de evolucao de dano submetido a pressao hidrostatica é entao obtido a partir
da introducgao da nogao de dano pressurizado no modelo de Francfort-Marigo. Sendo assim,
o novo modelo propde o seguinte funcional a ser minimizado a cada incremento da pressao:

To(u) = %/Qa(u)-vsu—/wpdivu—l—eb/wl, (5)

onde ¢, é o parametro mencionado em (2). Como o processo é quase-estatico, segue que a
funcao vetorial u é solucao do seguinte problema variacional: Encontrar v € U tal que

/ o(u) - Von = / pdivy, Vn eV, (6)
Q w

1-2v
tivo, onde I e I sao tensores identidade de segunda e quarta ordens, respectivamente, £ é
o médulo de Young e v o coeficiente de Poisson, ambos constantes em todo o dominio. O
conjunto U e o espaco V sao definidos por:

com o(u) = pCV*u, onde p é dado por (1), C = 14—% (]I +5:1® I) é o tensor constitu-

U = {pecH QR [e),, =0, ¢, =T}, (7)

y = {gp e H'(Q;R?) : [[gp]]bw =0, ¢, = 0}. (8)
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Figura 1: Dano pressurizado imerso em um corpo elastico deforméavel.

O operador [¢] é usado para denotar o salto da fungao ¢ sobre o contorno da regiao
danificada pressurizada w, isto ¢, [¢] = ¢ e~ Plw sobre Jw. Além disso, 00 =T pUTy
com I'pNTy =0, onde I'p e I'y sdo contornos de Dirichlet e Neumann respectivamente,
ver Figura 1.

A formulagao forte associada ao problema variacional (6) é dada por: Encontrar u tal

que
dive(u) = 0 em
olu) = pCViu,
u = u sobre I'p, ()
oluyn = 0, sobre Ty,
[u] = 0
[o@]n = —pn sobre Ow.

A condigao de transmissao sobre dw surge naturalmente da formulacao variacional (6).

Em (5), as duas primeiras parcelas representam a energia potencial total do sistema e
a ultima trata-se da medida de dissipacao de energia. Note que a condi¢ao associada ao
material para que a regiao danificada pressurizada se propague é dada por:

1
§a(u) -Viu > €. (10)

2.3 Formulacao do Problema de Minimizagao

Uma vez introduzido o modelo de evolucao de dano submetido a pressao hidrostéatica,
objetiva-se minimizar o funcional proposto com relagdo ao conjunto w C €2. Sendo assim,
o seguinte problema de minimizacao é definido:

Mlglcng"luze Jow(u) (11)

onde J,(u) é dado por (5) e u é solugao de (6).
Uma forma bastante natural de atacar esta classe de problemas é utilizando a andlise
de sensibidade topoldgica. Esta abordagem fornece a expansao assintotica topoldgica
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do referido funcional. O termo principal desta expansao é uma funcao escalar chamada
derivada topoldgica que mede a sensibilidade do funcional quando o dominio de anélise se
encontra submetido a uma pertubacao. Neste sentido, a derivada topoldgica é utilizada
para indicar a direcdo de minimizacao do funcional proposto.

3 Anadlise de Sensibilidade Topolégica

Para introduzir o conceito de derivada topoldgica considere um dominio aberto e limi-
tado Q C R? o qual contém uma perturbacdo em uma pequena regido B.(Z) de tamanho
¢ centrada em um ponto arbitrario € 2, conforme pode ser observado na Figura 2. E
introduzida entdo, uma funcdo caracteristica = + x(z), € R?, associada ao dominio
original, denotado por x = 1q, tal que:

0] = /R e (12)

onde || é a medida de Lebesgue de Q. Entao, é definida uma fungao caracteristica da
forma x +— x.(Z;z), x € R3, associada ao dominio topologicamente perturbado. No caso
de uma perfuragao, por exemplo, x.(Z) = 1o — 1 B.(z) € 0 dominio perturbado ¢ obtido
como Q. = Q\B.. Entdo, é assumido que um dado funcional 9 (x:(%)), associado ao
dominio topologicamente perturbado, admite a seguinte expansao assintotica topolégica:

P(xe()) = ¥(x) + f(e)T (@) + o(f(e)), (13)

onde ¥(x) é o funcional associado ao dominio original, isto é, sem perturbagao, e f(g) é
uma funcao positiva tal que f(¢) — 0 quando ¢ — 0. A fungao Z — T (Z) é chamada
Derivada Topoldgica de 1 em Z. Portanto, esta derivada pode ser vista, inicialmente, como
um fator de corre¢ao de primeira ordem de ¥ (x-(Z)). Reorganizando (13) e tomando o
limite com € — 0 obtém-se a definicao geral da derivada topoldgica:

T() = lim w(xa(f)}(;)w(x(w)). (14)

Neste trabalho, a perturbacao topoldgica trata-se de uma inclusao com condicao de trans-

e

Figura 2: O conceito de Derivada Topoldgica.

missao nao homogénea, ver [6]. O dominio perturbado é obtido, inicialmente, pela nu-
cleacdo de uma pequena esfera, denotada por B.(Z), introduzida no interior de Q\@w C R3.
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Aqui, B.(Z), com B. C Q\w, é usado para denotar uma bola de raio £ centrada em
Tz € Q\w. Em seguida, esta regiao é preenchida por uma inclusdo com propriedade
material diferente do meio. Neste caso, a funcao caracteristica associada ao dominio per-
turbado é dada por x.(7) = 1g — (1 —7)1p_(z) onde 7 é um valor positivo que representa
o contraste na propriedade material.

3.1 Formula Fechada da Derivada Topoldgica

A derivada topoldgica para o funcional proposto pelo modelo de evolucdo de dano
submetido a pressao hidrostatica, é dada por:

T@) = —Po(u(®)) - V'u(@) — = [a <31 Y ia- 7)> + 1] pdivu(?)

2 1+v
3ap?(1 — 2v)
- 15
2PE + €p,y ( )
onde P, denominado tensor de polarizacao, é dado por:
11— 1—v 1
P,=—— |31 —=p)I®lI 16
=12 [ (55— 3 101). (16)
onde as constantes a e 8 sao, respectivamente, dadas por:
1 15(1 —
o= U+v) e fB= 1-v) (17)

31—v)+(1+v)(y—1) 15(1 — v) +2(4 — 5v)(y — 1)

O tensor de polarizagao mostrado em (16) foi construido a partir do tensor obtido em
[5]. Aqui, o tensor de polarizagao é isotrépico, pois foi escolhida uma inclusao esférica.
Formalmente, pode-se tomar os casos limites v — 0 e v — oo. Para v — 0, a inclusao
é equivalente a um furo e a condicao de transmissdo na fronteira da inclusao degenera
para uma condi¢ao de contorno de Neumann nao homogénea. Neste caso o tensor de
polarizacao é dado por:

3 (1-v) (1 —5v)
Py = 107 =) <10H — mI@I) . (18)

O resultado acima corrobora com o tensor de polarizagao encontrado em [4] obtido no
contexto em que a perturbacgao topoldgica trata-se de uma perfuracdo. Para v — oo a
inclusao elastica passa a representar uma inclusao rigida e neste caso tem-se:

3 (1-v) (1 —5v)
Poo = ~ 314 =50 <5H+ ml@l) . (19)

4 Conclusoes

No presente trabalho foi, inicialmente, apresentado um modelo de evolucao de dano
submetido a pressao hidrostdtica. O novo modelo é obtido introduzindo o conceito de
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dano pressurizado ao modelo de Francfort-Marigo. Tal abordagem nao é observada na
literatura e representa, portanto, a primeira contribuicao importante deste trabalho. Em
seguida, foi proposto um problema de minimizacao do funcional de dissipacao energética
introduzido pelo novo modelo. Na sequéncia, foi apresentada a derivada topoldgica asso-
ciada ao modelo de evolucao de dano submetido a pressao hidrostatica em trés dimensoes.
Em particular, apresentou-se o principal resultado da andlise de sensibilidade topolégica
da energia potencial total associada a um problema de elasticidade linear tridimensio-
nal considerando como perturbacao topolégica a nucleagdo de uma inclusao esférica com
condicao de transmissao nao homogénea. Cabe destacar que no contexto tridimensional a
derivada topoldgica nao é observada na literatura quando obtida com respeito a nucleacao
de uma inclusao com condicao de transmissao nao homogénea. Sendo assim, o resultado
aqui apresentado é novo e representa a segunda e mais importante contribuicao deste
trabalho. O proximo passo agora, consiste em desenvolver um algoritmo de nucleacao e
propagacao de dano submetido a pressao hidrostatica em trés dimensoes com o objetivo
de aplicar os resultados tedricos aqui desenvolvidos.
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