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1 Introdução

A teoria de aproximação consistente é muito im-
portante pois através dela é posśıvel obter proble-
mas que se aproximam de alguma forma do pro-
blema original, no caso será através dos eṕıgrafos,
e a partir dáı mostra-se que se existirem soluções
para estes novos problemas e estas possúırem um
ponto de acumulação, este tal ponto será solução
para o problema original. E, para encontrar esta
sequência de soluções podemos utilizar todos os
métodos numéricos conhecidos, já que estes pro-
blemas aproximados surgem através da discretiza-
ção de Euler.

Primeiramente, veremos os conceitos básicos
que são necessários para o bom entendimento do
processo citado no parágrafo anterior. Logo após,
faremos a aproximação para um problema de con-
trole ótimo. A teoria e este problema com toda
sua resolução podem ser encontrados no livro Po-
lak (1997) e no artigo Pironneau and Polak (2002).
Em seguida introduzimos o problema de controle
ótimo impulsivo e o que já foi feito neste sentido
para o mesmo. Por fim conclúımos e damos as
referências utilizadas no trabalho.

É importante mencionar que existe uma
grande quantidade de trabalhos que versam so-
bre problemas de controle ótimo impulsivos em
que os sistemas de controle envolvem medidas,
por exemplo Arutyunov et al. (2010), Arutyunov
et al. (2011), Silva and Vinter (1997), mas poucos
envolvem métodos numéricos. Existem resulta-
dos sobre aproximação discreta por Euler para sis-
temas de controle impulsivo, mas sem a otimiza-
ção Wolenski and Žabić (2007). É com o intuito
de enriquecer a literatura que estamos realizando
este trabalho.

2 Conceitos Básicos

Seja B um espaço normado com norma ‖ · ‖B .
Iremos considerar o problema

(P ) min
x∈X

f(x), (1)

onde f : B → R̄ é semicont́ınua inferior e X ⊂ B.
Sejam N subconjunto infinito de N e

{BN}N∈N uma famı́lia de subespaços de dimen-
são finita de B tal que BN1

⊂ BN2
se N1 < N2

e ∪BN é densa em B. Para todo N ∈ N , seja
fN : BN → R̄ uma função semicont́ınua inferior
que aproxima de f(·) sobre BN , e seja XN ⊂ BN
uma aproximação para X. Considere a famı́lia de
problemas aproximados

(PN ) min
x∈XN

fN (x), N ∈ N . (2)

Observação 1 A relação entre o problema (P ) e
os problemas (PN ) fica clara se trabalharmos com
o eṕıgrafo.

Definição 1 Os eṕıgrafos dos problemas (P ) e
(PN ) são dados, respectivamente, por

E := {(x0, x);x ∈ X,x0 ≥ f(x)},

e,

EN := {(x0, x);x ∈ XN , x0 ≥ fN (x)}.

Feito isto, os problemas (PN ) e (P ) podem ser
reescritos da seguinte forma

(P ) min
(x0,x)∈E

x0,

e,
(PN ) min

(x0,x)∈EN
x0.

Feita esta observação, podemos definir o que
vem a ser aproximações consistentes para o pro-
blema (P ).

Definição 2 Sejam B um espaço normado e
{BN}N∈N uma sequência de subespaços de B de
dimensão finita cuja ∪BN é densa em B. Con-
sidere o problema (1), onde X é um subconjunto
de B e f : B → R̄ é semicont́ınua inferior, junta-
mente com o problema (2), com XN subconjunto
de BN e f : BN → R̄ semicont́ınua inferior.
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• Dizemos que PN epi-converge para P se:
a) Para todo x ∈ X, existe uma sequência
{xN}N∈N , com xN ∈ XN , tal que xN →N x,
com N →∞, e limfN (xN ) ≤ f(x);
b) Para toda sequência infinita {xN}N∈K,
K ⊂ N , tal que xN ∈ XN , para todo N ∈ K,
e xN →K x, com N → ∞, então x ∈ X e
limN∈KfN (xN ) ≥ f(x).

• Dizemos que as funções semicont́ınuas supe-
rior e de valores não-positivos θN : XN → R
(θ : X → R) são funções de otimalidade para
os problemas PN (P ) se elas se anulam em
minimizadores locais de PN (P ).

• Os pares de funções (PN , θN ) da sequên-
cia {(PN , θN )}N∈N são aproximações consis-
tentes para o par de funções (P, θ) se PN
epi-converge para P e se para toda sequência
{xN} com xN ∈ XN e xN → x ∈ X, tem-se
limθN (xN ) ≤ θ(x).

Teorema 1 Considere os problemas (P ) e (PN )
como definidos acima. Suponha que PN epi-
converge para (P ).
a) Se {x̂N}N∈N é uma sequência de mini-
mizadores globais de (PN ) e x̂ é um ponto
de acumulação desta sequência, isto é, existe
{x̂N}N∈K subsequência da sequência original, tal
que x̂N →K x̂, então x̂ é um minimizador global
de (P ) e fN (x̂N )→K f(x̂).
b) Se {x̂N}N∈N é uma sequência de mini-
mizadores locais de (PN ), com raio de atração
ρ > 0 comum, isto é, ∀ N ∈ N , fN (x̂N ) ≤ fN (x),
para todo x ∈ XN tal que ‖x̂N − x‖B ≤ ρ, e x̂
um ponto de acumulação de {x̂N}N∈N , então x̂ é
ponto de mı́nimo local de (P ) e fN (x̂N )→K f(x̂).

Definição 3 Considere uma sequência de con-
juntos {Ai}∞i=0 ∈ Rn.

a) O ponto x̂ é dito ser um ponto limite de
{Ai}∞i=0 se d(x̂, Ai)→ 0 com i→∞, onde

d(x̂, Ai) := inf{‖x− x̂‖;x ∈ Ai},

isto é, existe xi ∈ Ai para todo i ∈ N, tal que
xi → x̂ com i→∞;

b) O ponto x̂ é um ponto de acumulação de
{Ai}∞i=0 se é um ponto limite de uma subsequência
de {Ai}∞i=0;

c) Denotamos o conjunto de pontos limites de
{Ai}∞i=0 por limAi e chamamos de inner limit, de-
notamos o conjunto de pontos de acumulação de
{Ai}∞i=0 por limAi e chamamos de outer limit;

d) Diremos que Ai converge para A se
limAi = limAi = A, denotamos por Ai → A ou
limAi = A.

3 O problema de controle ótimo

Esta teoria foi utilizada por Polak (1997) em um
problema de controle. Ele construiu problemas

aproximados e mostrou que estes eram aproxima-
ções consistentes para o problema original. Desta
forma, ele pôde resolver os problemas aproxima-
dos, que neste caso são aproximações consistentes,
através de algoritmos já existentes e outros for-
mulados por ele. Assim, pelo teorema (1), se a se-
quência de minimizadores locais ou globais possui
um ponto de acumulação, então este é um ponto
de mı́nimo local ou global do problema original.

Nesta sessão introduziremos o que foi feito em
Polak (1997).

Para começar, definimos a equação diferencial

ẋ(t) = h(x(t), u(t)), t ∈ [0, 1], x(0) = ξ, (3)

onde x(t) ∈ Rn, o controle u(t) ∈ Rm e h : Rn ×
Rm → Rn.

Sejam Lm2 [0, 1] o espaço das funções de
quadrado integrável definidas de [0, 1] em Rm, e
H2 := Rn × Lm2 [0, 1]. Definimos

H∞,2 := Rn × Lm∞,2[0, 1],

onde Lm∞,2[0, 1] é o espaço das funções de quadrado
integrável e essesncialmente limitadas, munido do
produto interno e a norma de Lm2 [0, 1].

Iremos supor que os controles são elementos
do conjunto

U := {Lm∞,2[0, 1]; ‖u‖∞ ≤ ρmax},

onde ρmax é grande suficiente para que todos
os controles tenham valores no interior da bola
fechada B(0, ρmax).

Defina H0 := Rn × U0, onde

U0 := {u ∈ Lm∞,2[0, 1]; ‖u‖∞ ≤ γρmax},

e γ ∈ (0, 1) está próximo de 1.
Consideremos o problema de controle ótimo

(P
′
) min
η∈HC

f0(η) := F 0(ξ, xη(1)),

com h : Rn × Rm → Rn, HC := Rn × UC , UC :=
{u ∈ U0;u(t) ∈ U ⊂ B(0, γρmax),∀t ∈ [0, 1]}, U ⊂
Rm convexo e compacto, u(t) ∈ Rm, f0 : H0 → R,
η = (ξ, u) é tal que ξ é a condição inicial para x,
e, xη(·) é a solução da equação (3) para η dado.

Hipótese 1 a) A função h(·, ·) é de classe C1,
e existe uma constante K ∈ [1,∞) tal que, para
todos x, x̂ ∈ Rn e u, û ∈ B(0, ρmax) temos

‖h(x, u)− h(x̂, û)‖ ≤ K[‖x− x̂‖+ ‖u− û‖],

‖hx(x, u)− hx(x̂, û)‖ ≤ K[‖x− x̂‖+ ‖u− û‖],

‖hu(x, u)− hu(x̂, û)‖ ≤ K[‖x− x̂‖+ ‖u− û‖].

b) A função F 0(·, ·) é Lipschitz, com primeira
derivada Lipschitz, e de classe C1, ambos sobre
conjuntos limitados.
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A função de otimalidade para o problema (P
′
)

é dada por

θ(η) := min
η̄∈HC

(
< ∇f0(η), η̄ − η >2 +

1

2
‖η̄ − η‖22

)
.

Prosseguindo como na sessão anterior, pode-
mos definir

N := {2k}∞k=1.

Agora temos que definir conjuntos HN cuja di-
mensão é finita e a união é densa em H∞,2.

Para k = 0, 1, . . . , N − 1, seja πN,k : R → R
dada por

πN,k(t) :=


√
N ∀ t ∈ [ kN ,

k+1
N ), se k ≤ N − 2√

N ∀ t ∈ [ kN ,
k+1
N ], se k = N − 1

0, caso contrário.

Para N ≥ 1, defina

LN := {u ∈ Lm∞,2[0, 1];u(t) =
N−1∑
k=0

ukπN,k(t)},

uk ∈ Rm.

Fazendo HN := Rn × LN ⊂ H∞,2, temos que
∪HN é densa em H∞,2 e a dimensão de HN é
finita pois as funções ejπN,k(·), j = 1, . . . ,m, k =
0, . . . , N − 1, formam uma base ortonormal para
LN . Agora estamos aptos a definir os conjuntos
aproximados por

H0
N := H0 ∩HN e HC,N := HC ∩HN .

Segue um resultado de extrema importância
para a obtenção dos problemas aproximados.

Proposição 1 Temos que HC,N →N HC , com
N →∞.

Demonstração 1 Ver referência Polak (1997).

Podemos discretizar, fazendo uso da dis-
cretização de Euler, a dinâmica cont́ınua em (P

′
),

obtendo a dinâmica discreta
xηN (k+1

N )− xηN ( kN ) = 1
N h(xηN ( kN ), u( kN )),

k = 0, 1, . . . , N − 1

xηN (0) = ξ,

que tem uma solução dada por {xηN (k/N)}Nk=0

para η ∈ HN .

Temos os problemas aproximados

(P
′

C,N ) min
η∈HC,N

f0
N (η),

onde f0
N : H0

N → R.

O teorema a seguir nos fornece a função de
otimalidade para o problema (P

′

C,N ).

Teorema 2 Suponha que a Hipótese 1 seja satis-
feita. Para cada N ∈ N , seja θC,N : HC,N → R
definida por

min
η̄∈HC,N

(
< ∇f0

N (η), η̄ − η >2 +
1

2
‖η̄ − η‖22

)
.

Então,
a) θC,N (·) tem valores não positivos;
b) Se η̂ ∈ HC,N é um minimizador local para

(P
′

C,N ) então θC,N (η̂) = 0;
c) A função θC,N (·) é cont́ınua para cada N ∈ N .

Demonstração 2 Ver referência Polak (1997).

O próximo resultado mostra que a famı́lia
{(P ′

C,N , θC,N )}N∈N é uma sequência de aproxima-

ções consistentes para o par (P
′
, θ).

Teorema 3 Suponha que a Hipótese 1 é satis-
feita. Então a sequência {(P ′

C,N , θC,N )}N∈N é
uma sequência de aproximações consistentes para
o par (P

′
, θ).

Demonstração 3 Ver referência Polak (1997).

4 O problema de controle ótimo
impulsivo

Considere o seguinte problema de controle ótimo
impulsivo

min J(x,Ω) = J(x(0), x(T ))

(P̃ ) dx = f(x, u)dt+ g(x, v)dΩ, t ∈ [0, T ];
(x(0), x(T )) ∈ C,

onde J : Rn×Rn → R é cont́ınua, f : Rn×Rm →
Rn, g : Rn × Rr → Mn×q, onde Mn×q de-
nota o espaço das matrizes de entradas reais de
dimensão n × q, C ⊂ Rn × Rn é um conjunto
fechado e convexo, as funções u : [0, T ] → Rm,
v : [0, T ] → Rr são mensuráveis no sentido de
Borel, essencialmente limitadas e são limitadas
por UC e VC definidas como na sessão anterior,
e, Ω := (µ, ν, {vti , ψti}) é o controle impulsivo.
Os objetos que compõem Ω serão definidos a
seguir. A primeira componente µ é uma medida
definida na sigma álgebra de Borel do intervalo
[0, T ] tomando valores em um cone K ⊂ Rq con-
vexo e fechado. A segunda componente pertence
ao conjunto de todas as medidas de Borel es-
calar não negativas, denotado por V (µ), tais que
∃µN : [0, T ] → K e (µN , |µN |) →∗ (µ, ν). As
funções vti : [0, 1] → Rr são famı́lias de funções
Borel mensuráveis e essencialmente limitadas com
relação a medida de Lebesgue, que estão rela-
cionadas aos átomos da medida µ, i.e., {vti}i∈I ,
onde Θ := {ti ∈ [0, T ] : µ(ti) 6= 0}, I é o conjunto
de ı́ndices atômicos, e µ(t) é o valor vetorial da
medida em K. Resta definir a última componente

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 1, N. 1, 2013.

DOI: 10.5540/03.2013.001.01.0137 010137-3 © 2013 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2013.001.01.0137


de Ω. As funções ψti : [0, 1]→ K são mensuráveis
e satisfazem

(i)
∑q
j=1 ‖ψ

j
ti(σ)‖ = |ν|(ti) q.s. σ ∈ [0, 1];

(ii)
∫ 1

0
ψjti(s)ds = µj(ti), j = 1, 2, . . . , q,

para todo ti ∈ Θ.
Precisamos da sequinte hipótese.

Hipótese 2 a) As funções f(·, ·) e g(·, ·) são de
classe C1, e existem constantes K

′
,K

′′ ∈ [1,∞)
tais que, para todos x, x̂ ∈ Rn, u, û ∈ B(0, ρ1

max) e
v, v̂ ∈ B(0, ρ2

max) temos

‖f(x, u)− f(x̂, û)‖ ≤ K
′
[‖x− x̂‖+ ‖u− û‖],

‖fx(x, u)− fx(x̂, û)‖ ≤ K
′
[‖x− x̂‖+ ‖u− û‖],

‖fu(x, u)− fu(x̂, û)‖ ≤ K
′
[‖x− x̂‖+ ‖u− û‖].

As mesmas equações são válidas para a função g
com sua respectiva constante K

′′
.

b) A função f0(·, ·) é Lipschitz, com primeira
derivada Lipschitz, e de classe C1, ambos sobre
conjuntos limitados.

Seja o controle impulsivo Ω =
(µ, ν, {vti , ψti}), ti ∈ [0, T ], e um vetor arbi-
trário x ∈ Rn. Denote por Xti(·, x), a solução
para o sistema{
Ẋti(s) = g(Xti(s), vti(s))ψti(s), s ∈ [0, 1]

Xti(0) = x.

Primeiramente iremos estudar o sistema im-
pulsivo contido no problema P̃ dado por

dx = f(x, u)dt+ g(x, v)dΩ, t ∈ [0, T ]. (4)

Considere

xϑ := (x(·), {Xti(·)}ti∈Θ), (5)

onde ϑ := (u, v,Ω), x(·) : [0, T ] → Rn é função
de variação limitada com os pontos de descon-
tinuidade contidos no conjunto Θ e {Xti(·)}ti∈Θ

é a coleção de funções Lipschitz definidas acima.
Segue a definição de solução de (4).

Definição 4 Dizemos que xϑ é solução de (4) se

x(t) = x0 +
∫ t

0
f(x, u)dσ +

∫
[0,t]

g(x, v)dµc+

+
∑
ti≤t[Xti(1)− x(ti−)] ∀t ∈ [0, T ],

onde µc é a componente cont́ınua de µ.

Agora iremos fazer uma reparametrização do
tempo afim de obter um sistema reparametrizado
cuja solução é equivalente a solução do sistema (4),

a menos de uma reparametrização. É este sistema
reparametrizado que será aproximado. Para isto,
seja

π(t) :=
t− ν([0, t])

T − ν([0, T ])
, t ∈]0, T ], π(0) = 0.

Então, existe γ : [0, 1]→ [0, T ] tal que

• γ(s) é não decrescente;

• γ(s) é absolutamente cont́ınua e |γ(s) −
γ(t)| ≤ b|s− t|, ∀ s, t ∈ [0, 1];

• γ(s) = ti, ∀ s ∈ Ii e ∀ ti ∈ Θ, com Ii =
[π(ti−), π(ti)],

onde π(ti−) denota o limite lateral a esquerda de
π em ti.

Denotamos por F (t, µ) := µ([0, t]) se t ∈]0, T ],
e F (0, µ) = 0 a função distribuição da medida µ.

Seja φ(·) : [0, 1]→ Rq dada por

φ(s) :=


F (γ(s)) se s ∈ [0, 1]\(∪i∈IIi),
F (γ(s−))

+
∫

[π(ti−),s]
1

π(ti)−π(ti−)ψti(αti(σ))dσ c.c.,

com αti(σ) = (σ − π(ti−))/(π(ti)− π(ti−)). Veja
que φ(·) é Lipschitz, e denotaremos por r̄ sua cons-
tante Lipschitz.

Iremos agrupar as funções v e vti através da
função v̄ : [0, 1]→ Rr que é mensurável e definida
da seguinte forma

v̄(s) :=

{
v(γ(s)) se s ∈ [0, 1]\(∪i∈IIi),
vti(αti(s)) c.c..

Definição 5 Seja

y(s) :=

{
x(γ(s)) se s ∈ [0, 1] \ (∪i∈IIi) ,
Xti(αti(s)) se s ∈ Ii, para algum i ∈ I.

(6)
Então yϑ = y é uma solução reparametrizada de
(4) desde que y(·) seja Lipschitz em [0, 1] e satis-
faça{
ẏ(s) = f(y(s), u(γ(s)))γ̇(s) + g(y(s), v̄(s))φ̇(s) q.s.

y(0) = x(0).

(7)

Teorema 4 Suponha que o controle impulsivo Ω
seja dado e xϑ seja como em (5). Então, yϑ é
uma solução reparametrizada de (4) se e somente
se xϑ é uma solução de (4).

Demonstração 4 Ver referência Wolenski and
Žabić (2006).

Seja

SC := C × UC × VC × P,

sendo P o conjunto de todos os p := (µ, ν, ψti) que
satisfazem as hipóteses do problema (P̃ ).

Representaremos por yη(s) a solução do sis-
tema em (7) para cada η.

Chegamos no seguinte problema
reparametrizado

(P̃rep) min
η∈SC

J(yη(0), yη(1)).
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Veja que (P̃ ) e (P̃rep) possuem a mesma
solução, a menos de uma reparametrização, pois a
função objetivo é a mesma. Assim, iremos utilizar
a teoria de aproximações consistentes em (P̃rep).

Vamos definir o operador Ext : [0, 1] → Rl
por

Ext[h,Ω](s) =


h((Xti(αti(s)), x(ti−)), v̄(s))

se ti ∈ Θ, s ∈ Ii
h(x(γ(s)), v̄(s)) c.c..

Considere p1 = (µ1, ν1, ψ
1
ti), p2 =

(µ2, ν2, ψ
2
ti) ∈ P. Sejam também ζj soluções

dos sistemas

dζj = dΩj , ζj(0) = 0, j = 1, 2.

Temos a métrica dada no artigo Arutyunov
et al. (2009) por

d3(p1, p2) = |ν1([0, T ])− ν2([0, T ])|

+

∫ T

0
|F1(t, ν1)− F2(t, ν2)|dt

+ max
s∈[0,1]

‖Ext[ζ1(·),Ω1](s)− Ext[ζ2(·),Ω2](s)‖.

De acordo com o artigo (Karamzin, 2005), o
conjunto P juntamente com a métrica d3 é um
espaço métrico, e, além disso, é o completamento
do conjunto das medidas absolutamente cont́ınuas
dadas sobre [0, T ] na métrica d3.

Note que SC ⊂ Rn × Rn × Lm∞,2[0, 1] ×
Lr∞,2[0, 1] × P =: B. Veja que em B temos a
métrica definida abaixo

d = d1 + d1 + d2 + d̂2 + d3,

sendo d1 a métrica em Rn, d2 a métrica em Lm2 ,

d̂2 a métrica em Lr2 e d3 a métrica em P. Esta
será ultilizada nas demonstrações de convergência
entre elementos de B.

A função de otimalidade para o problema
(P̃rep) é dada por

θ̃rep(η) := min
η̄∈SC

(
< ∇J(ξ), ξ̄ − ξ > +

1

2
[d(η̄, η)]2

)
,

com ξ := (yη(0), yη(1)) e ξ̄ := (yη̄(0), yη̄(1)).

Como na seção anterior, queremos obter apro-
ximações consistentes para o problema (P̃rep).
Para isto, começamos aproximando SC por SC,N .

Primeiramente, definimos N como anterior-
mente.

Para o conjunto C, definimos CN = C, ∀N ∈
N . Assim, ∪CN é denso em C para todo N ∈ N .

Para aproximar u(γ(s)) e v̄(s), prosseguire-
mos como anteriormente, definindo

LmN := {u ∈ Lm∞,2[0, 1];u(s) =
N−1∑
k=0

ukπN,k(s)},

uk ∈ Rm,

LrN := {v ∈ Lr∞,2[0, 1]; v(s) =
N−1∑
k=0

vkπN,k(s)}

vk ∈ Rr.
Note que ∪LmN e ∪LrN são densos em Lm∞,2[0, 1]

e Lr∞,2[0, 1], respectivamente.
Seja PN dado por

PN := {(µN , νN , 0);µN ∈ ZN e νN := |µN |},

onde |µN | é a variação total da medida µN e

ZN := {µ : [0, T ]→ K;µ([0, t]) =
N−1∑
j=0

π̄N,j(t)},

π̄N,j(t) :=


bj +

t−t̄j
t̄j+1−t̄j

(bj+1 − bj), ∀ t ∈ [t̄j , t̄j+1],

j = 0, ..., N − 1, 0 = t̄0 < ... < t̄N = T

0, caso contrário.

bj ∈ K, µ : [0, T ]→ K pois K convexo. Perceba
que as medidas µN são absolutamente cont́ınuas.

Agora façamos

SN = CN × LmN × LrN × PN .

Definamos

SC,N := SC ∩ SN .

Lema 1 ∪PN é densa em P.

Demonstração 5 Sabemos que ∪PN ⊂ P,
logo, ∪PN ⊆ P. Assim, devemos mostrar que
P ⊂ ∪PN . Para isto, seja p := (µ, ν, ψti) ∈ P.
Vamos mostrar que existe sequência em ∪PN
convergindo para p na métrica d3.
De acordo com o artigo (Wolenski and
Žabić, 2007), dado Ω é posśıvel construir
uma sequência de medidas µN : [0, T ] → K que
são absolutamente cont́ınuas, e sequências de
funções γN : [0, 1] → [0, T ] e φN : [0, 1] → K,
que convergem no gráfico para (µ, φ). A definição
de convergência no gráfico de medidas também
encontra-se no artigo citado acima. Sendo a
convergência no gráfico mais forte que a con-
vergência fraca∗ segue que µN →∗ µ, N →∞.
Veja que existe a convergência pN :=
(µN , νN , 0) →d3 p, onde νN := |µN |, pois
sendo |µN | limitada, existe uma subsequên-
cia de νN que converge fraca∗ para ν, e
assim, (µNk , νNk) →∗ (µ, ν), k → ∞. Segue
por um resultado de (Karamzin, 2005) que
F (t, νNk) → F (t, ν) q.s.. Também temos que
νNk([0, T ]) → ν([0, T ]) em módulo. Pelo teo-
rema da convergência dominada, encontrado
em (Folland, 1999), F (t, νNk) → F (t, ν) em
L1[0, T ]. Sabendo que φN → φ uniformemente,
então φNk → φ uniformemente, k → ∞, segue
a convergência desejada. Logo, existe uma
subsequência de pN tal que pNk →d3 p, e esta
pode ser vista como uma sequência em ∪PN ,
demonstrando o desejado.
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Pela densidade da união de cada conjunto,
segue que ∪SN é denso em B. Mas SN não pos-
sui dimensão finita, pois PN não é de dimensão
finita. Apesar disto, a teoria continua a mesma, o
que mudará é que os algoŕıtmos desenvolvidos em
(Polak, 1997) deverão sofrer modificações.

Teorema 5 SC,N →N SC , N →∞.

Demonstração 6 Verifiquemos que SC ⊂
limSC,N . Para isto, tome η = (ξ0, ξ1, u, v, p) ∈
SC , com p = (µ, ν, ψti). Precisamos construir
uma sequência em SC,N que possua uma subse-
quência convergindo para η.
Como CN = C ∀N ∈ N , podemos tomar
ξN = (ξ0, ξ1) ∀N ∈ N , e assim temos
ξN →d1+d1 (ξ0, ξ1), N → ∞. Sendo
∪LmN [0, 1] e ∪LrN [0, 1] densos em Lm∞,2[0, 1] e
Lr∞,2[0, 1], respectivamente, segue que existem
uN (s) ∈ LmN [0, 1] ∩ UC e vN (s) ∈ LrN [0, 1] ∩ VC
tais que uN →d2 u e vN →d̂2 v,N → ∞. Pelo
Lema (1), existe sequência pN em PN que possui
subsequência convergindo para p.
Para verificar que limSC,N ⊂ SC , tome
{ηN}N∈N sequência em SC,N tal que a sub-
seqência {ηNk}k∈N converge na métrica d para
η := (ξ, u, v, p). Precisamos mostrar que η ∈ SC .
Note que ηN := (ξN , uN , vN , pN ), e que ∪CN = C,
∪LmN = Lm∞,2[0, 1], ∪LrN = Lr∞,2[0, 1] e ∪PN = P,
pelo Lema (1), logo η ∈ SC , obtendo o resultado
desejado.

Podemos discretizar, fazendo uso da dis-
cretização de Euler, a equação em (7) obtendo

yηN (ck+1)− yηN (ck) = f
(
yηN (ck), u(ck)

) (
γηN (ck+1)− γηN (ck)

)
+g

(
yηN (ck), v(ck)

) (
φηN (ck+1)− φηN (ck)

)
,

k = 0, ..., N − 1, yηN (0) = y(0) e yηN (1) = y(1), ck = k
N .

Temos os problemas aproximados

(P̃C,Nrep ) min
η∈SC,N

JN (yηN (0), yηN (1)),

onde JN (yηN (0), yηN (1)) := J(yηN (0), yηN (1)), e,

cuja função de otimalidade θ̃C,Nrep é dada por

min
η̄∈SC,N

(
< ∇JN (ξN ), ξ̄N − ξN > +

1

2
[d(η̄, η)]

2

)
,

com ξN := (yηN (0), yηN (1)) e ξ̄N := (yη̄N (0), yη̄N (1)).

Teorema 6 Suponha que a hipótese (2) seja sa-
tisfeita. Então {(P̃C,Nrep , θ̃

C,N
rep )}N∈N é uma se-

quência de aproximações consistentes para o par
(P̃rep, θ̃rep).

5 Conclusões

A literatura sobre métodos numéricos para pro-
blemas de controle ótimo impulsivo é bastante es-
cassa. Existem resultados sobre aproximação dis-
creta por Euler para sistemas de controle impul-
sivos, mas sem a otimização.

Queremos demonstrar a eficácia do método de
aproximações consistentes para problemas de con-
trole ótimo impulsivo dados como em (P̃ ). Isto é
importante pois daremos uma caracterização para
se obter solução do problema descrito na seção an-
terior utilizando métodos numéricos, já conheci-
dos, a serem aplicados em problemas aproximados
pelo método de Euler.
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