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Resumo. Este trabalho estuda o sistema de leis de conservagao que descreve o modelo simplifi-
cado do trabalho de Walsh e Lake (1989). Foi resolvido o problema de Riemann correspondente
classificando as possiveis solugoes de acordo com a saturacgdo de dgua no ponto de injecdo. Foram
encontradas trés possibilidades: (1) onda de choque, (2) onda de rarefagdo, (3) ondas compostas.
Foi demonstrado que a onda de choque é entrépica. Para isso, foi provado que a existéncia da
solugdo na forma de ondas viajantes do problema viscoso associado conectando os equilibrios cor-
respondentes aos estados do problema de Riemann na forma de « e w-limites. Todos os resultados
tedricos foram validados através de simulagoes numéricas.
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1 Introducao

A injecao de solventes é uma técnica de recuperacao avangada de petroleo. E um dos primeiros
métodos de produgao de dleo adicional que melhora a mobilidade do fluido deslocado, implicando
num aumento do fator de recuperagao [1]. Em [2] é mostrado um sistema de leis de conservagao que
estuda o deslocamento de éleo por um solvente miscivel na fase aquosa imiscivel. O fluxo fracionério
de dgua é considerado como uma funcao dependendo da saturacao de dgua e do volume fraciondrio
de solvente na fase oleica, entre outras consideracoes. Os autores mostram um procedimento grafico
para determinar a solugao, encontram uma taxa 6tima de dgua com solvente entre outros.

Neste trabalho estudamos uma versao mais simples do modelo mostrado em [2], considerando o
fluxo fracionario de d4gua s6 como fungao da saturacao de agua. Provamos a existéncia da solucao na
forma de ondas viajantes. Resolvemos o problema de Riemann fixando o estado mais (ou condigao
inicial) e variando o estado menos (condigao de injegao). Verificamos os resultados numericamente
usando MATLAB e RCD (Reaction-Convection-Diffusion Equations’ Solver), ver [3] para detalhes.

2 Solucao na forma de ondas viajantes

Em [2], um sistema de leis de conservagéo é dado e o estudamos num caso particular conside-
rando o fluxo fracionario da dgua como uma fungao que sé depende da saturagao da agua:

8tSw + axfw = 07 8t(csoSo) + 895(Csofo) - 07 (1)
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onde S, é a saturagao de agua, S, é a saturagao de dleo, Cs, é o volume fracionario de solvente
na fase oleica, f,, é o fluxo fracionério da agua e f, é o fluxo fracionéario do 6leo, definidos por:

fw + fo = 1a fw(Sw) = (Krw/,uw)(Krw/,Uw + Kro/l/lo)717 (2)

onde i, € [, 880 viscosidades constantes, dadas na Tabela 1. As permeabilidades relativas da fase
aquosa K, e da fase oleica K, sao funcoes de S,, como definidas a seguir

07 Sw < S’U}C7

5%, Swe < Sw <1,

07 Sw Z 1 - So7'7

Ky (Sw) = 3
(Sw) { (1-5)%, 0< 8w <1—Sop, ®)

Kro(sw) = {

onde S = (1 — Sy — Sor)/(1 = Sye — Sor), Swe € Sor $80 a saturagdo de dgua conata e a saturagao
do éleo residual, respectivamente, e sao dadas na Tabela 1. O meio poroso é considerado saturado,
ie. Sy + 5, =1. Consideramos o Sistema (1) com a seguinte condi¢do inicial

Tabela 1: Valores constantes para os parametros.

Simbolo Descrigao Valor Fonte
Swe Saturagao de dgua conata 0.0 2]
Sor Saturacao de dleo residual 0.15 2]
Hw Viscosidade da fase dgua 1 2]

o Viscosidade da fase 6leo 2 2]
S Saturacdo de dgua no ponto inicial 0.75

Fw(SH) Fluxo fraciondrio avaliado em S} 0.9911894273 Eq.(2)

Sw, <0 Co, <0
Sw , 0 — w ) CSO , 0 — S0 b 4
(@,0) {S$,x>0, ¢ (,0) {C;t,,a:>0, @)
onde U™ = (S,,C5,) é o estado menos e UT = (S}, CT) é o estado mais. Optamos por estudar
os choques que tém perfil viscoso, portanto, sdo adicionados termos de viscosidade ao Sistema (1):
8t5w + alfw - Gazwswa at(csoso) + 87;(Csof0) = 681‘1)0807 (5)

onde € é uma constante nao nula. Isto permite encontrar a solugao na forma de ondas viajantes do
sistema associado, trocando as varidveis de (z,t) para coordenadas viajantes (£ = x — vt,t), onde
v representa a velocidade da onda viajante. O sistema original de equacoes diferenciais parciais
(EDPs) pode ser reescrito como um sistema de equagdes diferenciais ordindrias (EDOs), similar ao
que foi feito em [5]. Além disso, os estados menos e mais correspondem aos seguintes pontos de
equilibrio esquerdo e direito:

lim U()=U", lim UE) =U". (6)

£——o0 E—+o0

Ao fazer a mudanga de varidveis para coordenadas viajantes obtém-se o sistema de EDOs
dgsw = 671 (fw - fJ - U(Sw - qu)) = Fl(SumCso)v
(7
dgcso - 5_1 ((1 - fw)cso - (1 - qu;_)C;:) - U((l - Sw)Cso - (1 - Sj))c;t))) = FQ(SUJ7 Cso)~
2.1 Localizagcao dos pontos de equilibrio

Provar que o Problema de Riemann (1), (4) tem solucdo na forma de ondas viajante significa
provar que o Sistema (7) tem uma 6rbita que liga o equilibrio esquerdo ao direito. Para localizar
os equilibrios de (7) estudaremos os zeros do campo vetorial associado:

deSw =0, d¢Cao =0, onde v = (fur — fu)/(Ss — Su). (8)

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0478 010478-2 © 2021 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0478

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

Observa-se que para cada S, tem-se um valor diferente para v. Usando os valores dados na Tabela
1, pode ser obtido a curva de nivel de F5(S,,, Cs,) = 0 concluindo o seguinte:

e Os pontos de equilibrio (S, Cs,) encontram-se sobre uma reta horizontal.
e As segundas componentes dos pontos de equilibrio devem ser iguais a 1, i.e. Cs, = 1.

1 - T T ! i
[ — | 0 :
. s | | |
i 0.5f M| | ‘ |
fw 1 : } } _o 5 1 1
Do | | | |
| ™/ I 1
0 — — -1 i i i N
SU'(' SUI Sl’l"’ 0;5 bll' 175”/' : : x;l :
Su 0 0.4 S, 0.8 0 S, 0.4 0.8
(a) Fluxo fraciondrio da dgua (ver- (b) Autofungdes  associadas a (c¢) Autofungoes associadas a
melha) intersectado por duas retas (S ,Cso). (SfE,C'jg).

pontilhadas (celeste).

Figura 2.1: Equilibrios de (7), com Sj; = 0.75. (a) Os pontos (S5, fw(S5)) e (ST, fu(ST)) sdo as
intersecdes entre f,, e a tangente a f., que passa por (S, fi) e a reta que liga (Swe, fuw(Swe)) € (S, f).
(b) e (c) Classificagdo dos pontos de equilibrio.

Para ter informagao sobre S,, consideramos Fj(Sy,, Cso) = 0, como € # 0 obtém-se:
fu = 0Sw + (fi —vSE). 9)

Esta equagao representa os pontos de intersecao de uma reta de inclinagao v com a curva de fluxo
fracionario da dgua nos pontos (S, ) e (Sw, fuw), veja Fig. 2.1(a). Na Fig. 2.1(a) mostra-se, que

wJw

dependendo do valor de S, tem-se dois ou trés pontos de intersecao.

2.2 Numero de pontos de equilibrio

Para identificar os possiveis equilibrios estudaremos a primeira componente do campo (8). Na
Eq. (9), a reta y = vS, + (f,; —vS}) tem uma inclinagdo v que depende de S, veja (8). A
variacdo de v cria um leque de retas que intersectam a funcdo do fluxo fracionario da dgua. Por
exemplo, na Fig. 2.1(a) tem-se duas retas pontilhadas (cor celeste) que intersectam f,,. Uma tem
inclinagao (fu(SJ) — fuw(SL))/(SE — SI) e é tangente & curva de fluxo fraciondrio da dgua no
ponto ST. A outra passa pela origem e por (S, f.,(S})), intersectando a curva f,, em 3 pontos:
(Swer fuw(Swe))s (S™, £, (S™)), (S, fu(SE)). O valor de ST ¢ calculado com a seguinte equagao:

Fu(8w) = (fu(Si) = fu(S0)/(Si = Su). (10)
Entretanto, o valor de S’ obtém-se calculando f,,(SI') = 6257, onde 03 é a inclinagdo da reta

que passa pela origem e pelo ponto (S}, f.), veja Fig. 2.1(a). Com o estudo geométrico feito na
Fig. 2.1(a) é demonstrada a Proposigao 2.1.

Proposigao 2.1. A reta y = vSy + (fif —vSY) da Eq. (9) pode intersectar a curva do fluro
fraciondrio da dgua em dois ou trés pontos, obtendo o numero de equilibrios.
o Se S, €]SH,1—8,,], existem dois equilibrios: (S,,C5,) e (S}, CL).
e Se S, €]S™ ST, existem dois equilibrios: (S, ,C) e (SF,CE).
o Se S, € [ST,S™M] ewistem trés equilibrios: (S, C%,), (S5,,C5), (SE,CE), tal que S¢ <
S, < St eS¢ €[Sy, ST
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o Se S € [Swe, ST existem trés equilibrios: (S, ,Cs.), (S¢,C<,), (Si,CHE), tal que S, <
Se < St eS¢ €]ST Sm.

w w w

Observagao 2.1. A Proposi¢cdo 2.1 vale para toda fungao de fluzo fraciondrio em forma de S.

2.3 Classificacao dos pontos de equilibrio

Na secao anterior determinamos o nimero de equilibrios que tem o Sistema (7) dependendo da
posicao de S,,. Nesta se¢do, os classificamos nas vizinhancas correspondentes com base no Teorema
de Hartman-Grobman. Considere o Sistema (7) linearizado U’ = J(Up)U, onde U = (S,,, Cso)T
e J(Up) é a matriz jacobiana avaliada no ponto de equilibrio Uy = (Su,, Cso,)- Calculamos os
autovalores obtendo as raizes de det(J(U) — AI) = 0:

Ap = e (ﬂu(sw) - U) e = et (=v(1 = Sw) +1— fu), (11)
com seus correspondentes autovetores:
wp = la 1], wg =[0 1], onde, a=¢€(Ag — Ap)/ (=CsoAp) - (12)

No que segue os super-indices (—) e () denotam as autofungdes associadas aos equilibrios esquerdo
e direito, respectivamente. As autofungdes sdo definidas como:

{ N =M (SE,CE) = e (fL(SF) —v), (13)

A =255, CH) = (1= fu(ST) —v(1 = 57)) .

Com os valores da Tabela 1 obtemos os graficos das autofuncoes definidas em (13), veja as Figs.
2.1(b) e 2.1(b). Estas gréficas representam a classifica¢do dos autovalores associados aos equilibrios
esquerdo e direito. Observando a mudanca de sinal nestas figuras é demonstrado Teorema 2.1.

Observagao 2.2. Ao calcular \J =0 e \J =0, € nao influencia no sinal das autofuncaes.

Teorema 2.1. Seja o Sistema de EDOs (7) com (S,,Cf,) = (0.75,1) e as autofungdes (\J, \[)
descritas em (13). Com SI dado em (10), os equilibrios sdo classificados como segue:
e Se S, € [ch,SZ: [, tém-se trés equilibrios: o esquerdo e direito sao atratores hiperbdlicos e
o extra € uma sela hiperbdlica (ndo hd possibilidade de conexao).
e S5, € ]SEE,SL?], tém-se trés equilibrios: o esquerdo € uma sela hiperbdlica, o direito é um
atrator hiperbdlico e o extra € um atrator hiperbolico.
o S, €]Sm S|, tém-se dois equilibrios: o esquerdo é uma sela hiperbdlica e o direito é um
atrator hiperbdlico.
o Se S, €]SH,1—S,.[, tém-se dois equilibrios: o esquerdo é um atrator hiperbdlico e o direito
é uma sela hiperbdlica (nao hd possibilidade de conexdo).

Teorema 2.2. Seja o Sistema (7) com v definido em (8), (S;5,CF) = (0.75,1), C;, = 1 e
Sy € 18,55 [, onde ST € como em (10). Com os valores da Tabela 1, existe a solugdo deste
sistema (Sy(§), Cso(€)), tal que 5lim (Sw(£),Cs0(8)) = (S,,1) e flim (Sw(§),Cso(€)) = (0.75,1).

——00 — 00

Demonstragio. Se S, € |SI,Sf| tem-se duas possibilidades: ou S, € |SL,S7], ou S, €
|Sm SE[, veja Fig. 2.2(a).

a) Se S, € ]S™, SI[, pelo Teor. 2.1 s6 existem dois equilibrios: o esquerdo (L) uma sela
hiperbdlica e o direito (R) um atrator hiperbdlico.

Como L é uma sela hiperbdlica, L tem duas variedades invariantes. A reta amarela vertical que
passa pelo equilibrio R é uma variedade invariante, veja Fig. 2.2(b). Portanto, as retas verticais
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passando pelos pontos L e R sao variedades invariantes. Isto implica que a regiao entre elas
Q= {(Su,Cs0) : Sy < Sy < S} éum conjunto invariante pelo Sistema (7).

Suponhamos, por absurdo, que nao exista uma O6rbita que ligue L a R como no enunciado
do teorema. Parte da variedade instavel de L fica a direita de L como indicado em verde na
Fig. 2.2(b). Esta variedade, que chamamos U“(L), é uma érbita do Sistema (7). Sem perda de
generalidade suponhamos que esta drbita cresce na diregao positiva de Cy, quando varia £, veja
Fig. 2.2(b). Para todos os pontos (S}, Cs,) com C, positivo, podemos tragar o menor segmento de
reta horizontal que junta U%(L) a reta S, = S;}. Note que o campo vertical no extremo esquerdo
deste segmento é positivo, enquanto que no extremo direito é negativo. Pelo Teorema de Valor
Médio, existe ao menos um ponto neste segmento horizontal tal que o campo vertical nele é nulo.
Com isso mostramos que o conjunto de todos os pontos da regiao {2 com os pontos onde o campo
vertical é nulo nao é limitado na direcao positiva de Cs,.

Por outro lado, o conjunto de todos os pontos da regiao €2 com os pontos onde o campo vertical
é nulo coincide com o conjunto de todos os zeros de Fy(S,,,Cs,). Considerando os valores dados
na Tabela 1, substituindo (2) (com (3)) em F5(Sy, Cso) = 0 obtém-se:

Fo(Sw, Cso) = (Cso(a1S2 + a2Sw + az + a1So) + asS5 + a6Sw + ar)/(asSe + agSw + ai0), (14)

onde a;, Vi = 1,---,10 sdo constantes e é uma funcao racional com denominador nao nulo para
Sw € [Swe, 1 — Sy, que em particular se satisfaz para S, €]S™, St[. Da Eq. (14) tem-se

Ciso(Sw) = —(b1 Suw® — b2 Su + b3)/(ba Su® — b5 Sw” + bs Sw — br), (15)

onde b; Vi = 1,---,7 sdo constantes e o denominador é nao nulo para S, € Q. A funcdo Cs,(Sw)
representa a curva de nivel ¢o de F5(S,,Cso) = 0. O gréfico ca é uma curva limitada, dado que
co é continua definida num intervalo compacto. Isto é uma contradigao, pois tinhamos construido
um subconjunto ilimitado de cy. Portanto, existe a érbita que liga L a R.

b) Se S, € |SL,Sm], pelo Teor. 2.1 tem-se trés equilibrios: o esquerdo (L) ¢ uma sela hi-
perbdlica, o direito (R) é um atrator hiperbdlico e o extra (E) é um atrator hiperbdlico. Também
sabemos que se satisfaz a seguinte relagao de ordem S¢ < ST < S < S;.

Dado que a variedade estavel de L é uma reta vertical (veja reta vermelha na Fig. 2.2(b)) que
divide o retrato de fase em duas regioes: a esquerda e a direita dessa reta. O equilibrio extra fica na
regiao a esquerda da reta. Como esta reta é uma variedade estével logo, como as érbitas formam
uma particdo do espago de fase, nenhuma érbita passa pelas duas regides. Portanto o equilibrio
extra ndo influencia no estudo da existéncia de 6rbita conectando L a R. Logo pela parte a)
garantimos a existéncia da érbita heteroclinica conectando L a R. O

Na Fig. 2.2(a), as regides I, I1 e I1I mostram onde pode existir (azul) ou néo existe solugao (ver-
melha) na forma de ondas viajantes para o Sistema EDPs (1) considerando (S;),Cf) = (0.75,1).
Enquanto, na Fig. 2.2(b) as retas vermelha e amarela indicam as variedades invariantes de L e R,
respectivamente. Estamos supondo que a variedade instavel de L (cor verde) explode na direcao
positiva de Cy,. Os pontos asteriscos indicam o conjunto solugdo da Eq. (10).

Coroldrio 2.1. Seja o Sistema (7) com v definido em (8), (S},CE) = (0.75,1), C;, = 1,
Sy ¢ 1SL, 55 e ST como em (10). Com os valores da Tabela 1, nio eziste a solugdo (S, (), Cso(€)
do Sistema (7) tal que ) lim (5,(8),Cs0(§)) = (S,,1) e €lim (Sw(£),Cs0(8)) = (0.75,1).

——00 —00
Teorema 2.3. Seja o Sistema de EDPs (1) com condigdes iniciais
U™ =(S,,1), £<0eU" =(0.75,1), 2 > 0. (16)

Com os valores de parametros dados na Tabela 1, existe solugao na forma de ondas viajantes para
o Problema de Riemann (1), (16), se e somente se, Sy, € | S5, S5[ e SL € como (10).

w?
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(a) Regides de S, onde existe e nao existe solugdo do tipo de
ondas viajantes.

(b) Espago de Fase de (7) que ajuda na de-
monstragao do Teor. 2.2.

Figura 2.2: A direita Regides de S, . A esquerda espago de fase obtido ao supor que nao existe uma
orbita heteroclinica que liga L a R.

Observagao 2.3. O Coroldrio 2.1 e Teorema 2.3 sao demostrados usando os Teoremas 2.1 e 2.2.

Para e = 1, na Fig. 2.3(a) mostramos a drbita que liga o equilibrio esquerdo ao direito e os

perfis do Sistema de EDOs (7) sdo mostrados na Fig. 2.3(b).

Os resultados obtidos nesta segao

nao sao influenciados pelo valor de €, mas quando € — 0 obtém-se simulagoes similares.

1.2

GD
0.8

6 N

(<
N
‘7\

S
=

0.4 05 06 0.7

S;u

0 10 20
£

30

80

100

xT

120

(a) Espacgo de fase de (7).

(b) Perfis da solugao de (7).

(c) Perfis da solugdo de (1).

Figura 2.3: Foi considerado e =1 e U~ = (0.39,1). Nas Figs. (a) e (b) foi usado MATLAB e na
Fig. (c) foi usado RCD.

3 Ondas de rarefacao y Ondas compostas

Nesta secdo verificamos numericamente que o Sistema (1) tem solugdo na forma de ondas de
rarefacdo e na forma de ondas compostas, para S,, que pertence & regido I e I11, respectivamente,
veja Fig. 2.2(a). Supondo que U é uma fungéo diferencidvel de £ = z/t, o Sistema (1) pode ser
reescrito como:

U'(€) = B, com U'(€) =[S, CL)", B =[1/£5(Sw) 0]". (17)
A solugdo do Sistema (17) é mostrada nas Figs. 3.1(a) e 3.1(b), onde verificamos numericamente
que para S, €]S},1— S,,] o Problema de Riemann (1), (16) tem solugao por onda de rarefagao.
Nestas figuras observamos que temos uma onda de rarefagao conectando (S,;, C5,) com (S, CF).
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Figura 3.1: Solugdes do Sistema (1) com U™ = (0.75,1): (a)-(b) solugdo por ondas de rarefagio e (c)-(d)
solugdo por ondas compostas. Nas figuras (a) e (c) foi usado MATLAB, e em (b) e (d) foi usado RCD.

Com U™ = (0.75, 1) foi verificado que para S, = SI, C;, =1 o estado U~ satisfaz a condigao
de Rankine-Hugoniot e satisfaz que a velocidade da caracteristica A1 (U ™) coincide com a velocidade
de choque, veja Eq. (10). Neste caso dizemos que o choque é caracteristico & esquerda e a solugao
do problema de Riemann consiste em um grupo de duas ondas sem estado intermedidrio constante
entre elas. Tal grupo de ondas é chamada na literatura de “ondas compostas” [6]. Para S, €
[Swes SL[, temos uma solucio composta. Como exemplo, consideramos U~ = (0.12,1) e U =
(0.75,1). A solugao do Problema de Riemann (1), (16) consiste de um grupo de duas ondas com
um estado intermedidrio entre elas: primeiro tem-se uma onda de rarefacao conectando (S,,,C5,)
com (S 1) seguido de um choque caracterfstico a esquerda que conecta (SL,1) a (S, CFE), ver
Fig. 3.1(c). Similar resultado é mostrado na Fig. 3.1(d), com U~ = (0.15,1) e UT = (0.75,1).

4 Conclusoes

Consideramos o modelo que descreve o deslocamento de 6leo com ajuda de um solvente miscivel
na fase aquosa imiscivel. O principal objetivo foi determinar a existéncia da solugao na forma de
ondas viajantes do problema de Riemann. Além disso, mostramos numericamente as solucoes do
problema de Riemann para alguns exemplos.
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