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Resumo. Um algoritmo de ponto proximal inercial para fungoes DC é apresentado no contexto de
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1 Introducao

Nesse artigo, nosso interesse estda focado no método do ponto proximal para encontrar uma
solucdo (pontos criticos) de problemas de otimizac¢ao envolvendo uma classe especial de fungoes
nao convexas que podem ser escritas como a diferenca de duas fungoes convexas em variedades
Hadamard. Denotamos este problema por

min f(z), com f(x)=g(x) - h(v), (1)

xeM

onde g, h : M — R sao fungoes convexas continuamente diferenciaveis e
inf f(z) > —o0. 2
inf f(x) )

A fungéo objetivo f é chamada de funcéo DC, isto é, diferenga de duas fungdes convexas. O
interesse pela teoria das fungoes DC aumentou muito nos iltimos anos. No cendrio euclidiano,
existem muitos trabalhos dedicados a teoria das fungbes DC em diferentes contextos, veja por
exemplos [4,6-8, 10, 14], e recentemente Souza e Oliveira [12] e Almeida et al. [2] propuseram
algoritmos no contexto Riemanniano.

O objetivo deste artigo é apresentar um método do ponto proximal inercial para fungoes
DC(IDCPPA) em variedade de Hadamard, o qual foi baseado na ideia do algoritmo apresentado e
estudado por Oliveira e Tcheou [10].

O algoritmo IDCPPA generaliza o algoritmo DCPPA proposto por Souza e Oliveira [12](no caso
em que as fungoes g e h sdo continuamente diferencidveis) substituindo no Passo 2 o grad h(z*)
por grad h(z*) + 'ykescp;,}xk_l com 7y > 0.
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2 Preliminares

Ao longo deste artigo, M denota uma variedade Riemanniana n—dimensional completa, sim-
plesmente conexa de curvatura seccional ndo positiva(variedade de Hadamard), com a funcao
distancia d : M x M — R. Os resultados preliminares e conceitos de geometria Riemanniana
usados ao longo deste artigo podem ser encontrados em [11,12,15].

Seja p € M um ponto arbitrario, o espaco tangente de M em p é denotado por T,M e o
fibrado tangente de M é dado por TM = UpcpT,M, que é naturalmente uma variedade. Para
qualquer * € M podemos definir a inversa da aplicacdo exponencial exp; ! : M — T, M que é
C>. Como d(z,2') = |lezp,,'z||, a aplicacio p,» : M — R definida por p,/(z) = 3d*(z,2') é C= e
seu gradiente em z é grad p, (xz) = —exp;,lx.

Lembre-se de que um tridngulo geodésico A(py,p2,ps) de uma variedade Riemanniana é um
conjunto que consiste em trés pontos pi,ps e ps chamados vértices e trés geodésicas minimas
~i : [0,1;] — M ligando esses trés pontos. O angulo a; := Z(7;(0), —v;_,(li_1)) é chamado dngulo
interno do vértice correspondente.

Teorema 2.1. (Teorema da Comparagao para Tridngulos) Seja AN(p1, p2, p3) um tridngulo geodésico.
Denote, para cada i = 1,2,3, por ~; : [0,l;] — M a geodésica ligando p; a pi+1, e l; = L(7;) e
a; = Z(7;,(0), —v;_1(li_1)). Entdo, oy + e + a3 <,

2+ 12 — 2l cosaipr <17 5. (3)
Em termos de distincia e a aplicagdo exponencial, a desigualdade (3) pode ser reescrita como
d*(pi, pit1) + d* (i1, pit2) — 2<€$p;1+1pi,€$pﬁil+lpi+2> < d*(pi-1,pi),

sendo (exp, ! 1pi, exp, 1 pitra) = d(piy1, pi)d(pis1, Pita) COS Aig.

Usando as propriedades do transporte paralelo e da aplicagao exponencial, obtemos o seguinte
lema que serd usado com frequéncia nas proximas segoes.

Proposicao 2.1. Seja g € M e {x,} C M tal que x, — x9. Entao,
(z) Para todo y € M, temos exp_}y — eacp;oly e exp;lxn — exp;lmo.

T
(ii) Se v, € T, M € v, — vg, entdo vy € Ty, M.

(#3) Dados, tn, vy, € Ty, M € ug,vg € Ty M, s€ Uy — Uy € Uy — Vg, entdo (Up, Up) — (Ug, Vo).
(iv) A fungao F' : M — TM definida por F'(z) = Py z,u € continua em M, Vx € M,u € Ty, M.

Uma fungéo f: M — R é dita convexa se, para todo segmento de geodésica v : [a,b] — M,
a composigdo f o~ : [a,b] — R é convexa, isto é,

(fon(X=t)a+tb) < (L—t)(fov)(a) +t(foy)(b),Va,beRe0 <t <1
Seja f : M — R uma funcgao convexa. O subdiferencial de f em x é definida por
Of(x) = {u € TuM: (u,eapy'y) < f(y) — f(z),¥y € M}.

Em particular, se f é diferencidvel, entdao 0f(z) = {grad f(z)} paratodox € Me f: M — R
é convexa se, e somente se, f(exppv) > f(p) + (grad f(p),v), Vp € M, Yv € T,M (ver por
exemplo [3]).

Proposigao 2.2. Seja {x*} uma sequéncia limitada em M. Se a sequéncia {v*} € tal que v* €
df(z*) para cada k € N, entdo {v*} é também limitada.

Demonstragao. Ver [9, Lemma 3.6]. O
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Proposigao 2.3. Seja M uwma variedade de Hadamard e seja f: M — R uma func¢ao conveza.
Entdo, para todo x € M, existe s € T, M tal que f(y) > f(z) + (s,exp,ty), Yy € M. Em outras
palavras, o subdiferencial Of(z) de f em x € M ndo € vazio.

Demonstragdo. Ver [5, Theorem 3.3]. O

Proposicao 2.4. Seja f: M — R uma fun¢do convexa, entao para todo x € M e X\ > 0, existe
um Unico ponto, denotado por px(x), tal que f(pr(x)) + §d2(p>\(a:),a:) = falz) caracterizada por
Mexp, !, z) € 0f (px(x)), onde fx(z) = inf {f(y) + Ad*(z,y)}

yeM

Demonstragao. Ver [5, Lemma 4.2]. O

3 Algoritmo do Ponto Proximal Inercial DC

Nesta se¢ao apresentamos um algoritmo que generaliza o algoritmo proposto por Souza e Oli-
veira [12]. Consideremos no restante deste artigo a seguinte condigdo, que nao é uma hipdtese
restritiva no contexto DC:

H- A funcao h é fortemente convexa em M com parametro p > 0, ou seja, para cada v € Oh(x),
temos que

hy) > h(x) + (v, eap; ') + Sd (@), Yo,y € M.

Note que H néao é uma hipdtese restritiva. Na verdade, se ndo é valida H para uma certa fungao
DC f = ¢ — ¢ podemos obter outra decomposicao DC de f satisfazendo a condi¢ao H adicionando
uma funcgao fortemente convexa arbitraria ¢ : M — R as fungbes componente, ou seja, f =g —h

1
com g =@+ eh=¢+1. Podendo sempre tomar () = Edz(-,y). Para encontrar pontos

criticos de uma funcao DC f em variedades de Hadamard, consideremos o seguinte algoritmo.
Algoritmo: IDCPPA

Passo 1: Dado um ponto inicial z° € M, v, € [0,4) e uma sequéncia limitada de nimeros
positivos {ux} tal que 0 < a < py < b. Defina =1 = 2°.

Passo 2: Dado z* € M, defina d* = yexp ! z¥~1. Calcule
w® = grad h(z®) e y* = expyrpp(w® + d¥). (4)
Passo 3: Encontrar

k+1._ ; L k
@™ = arg min{g(z) + 2Mkd (z,y")} (5)
Se zFt1 = 2% e d¥ = 0, pare. Caso contrério, faca k := k + 1 e retorne a Passo 2.

Note que se 7 = 0, o algoritmo IDCPPA é exatamente o algoritmo proposto por Souza e
Oliveira [12]. Se v, = 0 e h(z) = 0, o algoritmo IDCPPA é exatamente o algoritmo proposto por
Ferreira e Oliveira [5]. Assim no caso em que g e h sao diferencidveis o algoritmo IDCPPA é uma
generalizagdo dos algoritmos propostos por [12] e [5].

A boa definicdo das sequéncias {y*} e {z*} segue imediatamente das Proposicoes 2.3 e 2.4.

Agora devemos estabelecer a convergéncia do algoritmo. Comecamos mostrando que o algo-
ritmo IDCPPA para em um ponto critico de f.
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Proposicao 3.1. Seja {z*} a sequéncia gerada pelo algoritmo IDCPPA. Suponha que o algoritmo
IDCPPA termine na iteracao k, entdo x* é um ponto critico de f.

Prova: Por (4) e (5), temos que —emp Lk —dF = grad h(z*) e u—lkexp;,3+lyk = grad g(z**+1).

k+1

Assim, se ¢! = 2% e d* = 0, segue que u—lkexpxk y* = grad h(z*) e H—lkexp;,clyk = grad g(z%).

Portanto, grad f(z*) = grad g(z*) — grad h(z*) = 0, isto é, ¥ é um ponto critico de f. O

A partir de agora, consideramos {z*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo IDCPPA e, tendo em
vista a Proposicdo 3.1, assumimos que xz**! # z* para todo k € N, caso contrario, o algoritmo
retorna um ponto critico da fungao objetivo f.

O seguinte lema desempenha um papel importante na andlise de convergéncia do Algoritmo
IDCPPA.

Lema 3.1. Seja {2*} a sequéncia gerada pelo algoritmo IDCPPA. Se H ¢é assumida e 7 € [0, 2).
entao a sequinte desigualdade

1

P +

+ g)d2($k+1,$k) < f(xk) + §d2($k,$k_1)
¢ valida.
Prova: Segue de (4) que ﬁexp;,}yk —d* = w* = grad h(z*). Por H, temos que
1
h(y) = h(z®) + </76xp;3yk —d¥, exply) + gdz(x’“,y), vy € M.
k

k+1

Fazendo y = 2", obtemos

1
h(karl) > h(xk) + <Mke$p_k1yk dk e:rp_kl k+1> ng(xk+1,xk). (6)
Segue de (5) também que ;—kexp;klﬂyk = grad g(z*1). Entdo, pela convexidade de g, temos

1 _ _
g(y) > g(") + <E€fﬂpz£ﬂy’“,efﬂpz£ﬂy>, Yy e M.
Fazendo agora y = x*, obtemos
1 _ _
g(a*) > g(a™*) + <ﬁexpm,}+ly’“, exp i ab). (7)

Somando (6) e (7), obtemos

F(@®) = f@* ) + (dF, explila®th) >
(8)

=z ﬁ[@xp k y exp, 1xk+1> + (exp;,}ﬂyk, exp;klﬂxk” + §d2($k+17$k)-
Pelo triangulo geodésico A(y*, z*, z*1) com 6 = (exp Lok exp, Lkt
de comparagao para triangulos que

), obtemos pelo Teorema

P (yF, 2") + dP (2", 2T — 2(exp Yk, exp Loty < Py, M. (9)

Analogamente, considere o triangulo geodésico A(y*, 2¥T1 2*) com 6 = é(exp;klﬂyk, ea:p;klﬂwk),
obtemos pelo Teorema de comparacao para triangulos que

d? (yk, Ik+1) + d? (xk+17 xk) - 2<6$p;k1+1 yk7 exp;k1+1xk> < d? (yka xk) (10)
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Agora, somando (9) e (10), temos que

-1 k+1

d2($k+1775k) < <exp;,}y ) EXP ) T )+ <exp;k1+1yk,exp;k,1+lxk>. (11)

Como g > 0 para todo k € N e usando (11) em (8), segue que

1
F@R) = JH) + (d eap o) 2 SR 0k 4 St o),
k

Sendo, 0 < pg < b, obtemos

(5 + )P, a%) < fab) = ) + (d eaplat),

Da construcao do Algoritmo IDCPPA, temos que

1k1 -1, .k+1

(d*, exp ok tly =y (eap okt eap laktT)

exp ;. T

k 1”2 k+1||2

< B llexpyd B llexpyy

— ’ijd2(xk,xk71) + %d2(xk+l,xk),
segue-se que

(% + g)dQ(ljﬁLl,xk) < f(sck) . f(karl) + %dg(.’ﬂk,xkil) + ’y?kd2(1,k+1’xk)'

Como 7, € [0, £), obtemos

1

(g + g)dQ(karl,o:k) < fla®) = fa™) + gdz(mk,xkfl) + BdQ(karl,xk).

4
Dai,
(G + DEE ) < fab) = flabt) + Lk b,
O

Esta propriedade é suficiente para provar a convergéncia do algoritmo IDCPPA. Temos o cui-
dado de mencionar que a sequéncia {f(z*)} nio é necessariamente monétona, em contraste com
outros algoritmos DC encontrados na literatura.

Observe que, no Algoritmo IDCPPA, pela Proposicao 2.2, se {*} ¢ limitada, entdo {w"}
também é limitada. Como a aplicacio exponencial é um difeomorfismo, também temos que {d*}
e {y*} sdo limitadas.

Teorema 3.1. Seja {z*} a sequéncia gerada pelo algoritmo IDCPPA. Se -y, € [0,2), H € assumida
e {x*} € limitada, entdo

i) lim d(zF 2F) = 0.
k—o0
ii) todo ponto de acumulacio de {x*} € ponto critico de f.

Prova: i) Segue do Lema 3.1 que a sequéncia {f(mk)—i- 2d?(z*, xk_l)} é mondtona decrescente.

Além disso,

Fb) < @) + B (e, b < F0°) + B @027 = F(a°),
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Pela desigualdade do Lema 3.1, temos

; platt ) < ,; (14 featiat =) = (520 + fetat )

= 1) - () + g0

Sendo f limitada por baixo, obtemos
o0
k=1

Logo, lim d(zF*! 2%) =o0.
k—o0

d? (2 2Py < f(2%) — lim (f(m"“) + ZdQ(x"H,x")) < f(a®) — zlél]& f(z) < +oo.

n—o0

S| =

ii) Sejam x e y pontos de acumulacio de {z*} e {y*}, respectivamente. Entdo, considere duas
subsequéncias ¥ e ¥ convergindo respectivamente para x e ¥, isto é, 2% — z e y* — y. Como
{ur,} ¢ limitada, podemos assumir sem perda de generalidade que pi, — .

Segue de i) que ¥t — z e 2%i~1 — z . Por (4), temos que

1
—ea:p_,}j y*i —dbi = grad h(z").
Hk; *

Pela continuidade diferencidvel de h, obtemos
|-
—exp, y = grad h(zx). (12)
7

Analogamente, por (5), temos que

1 _ _ .
—€exp k17~+13/k’ = grad g(z"*1).
Hk; T
Pela continuidade diferenciavel de g, obtemos

1
;expgly = grad g(x). (13)

Sendo grad f(z) = grad g(x) — grad h(x), segue de (12) e (13) que
grad f(z) = grad g(x) — grad h(z) = 0.

Portanto, x é ponto critico de f. O

4 Conclusoes

Neste artigo, consideramos um método de ponto proximal inercial para calcular pontos criticos
das funcoes DC (suaves) em variedades de Hadamard. Em trabalhos futuros iremos considerar
experimentos numéricos do método comparando com outros existentes em variedades de Hadamard.
Os resultados obtidos podem ser adaptados para usar uma retragao em substituicao a aplicagao
exponencial, conforme Absil et al. [1] e Almeida et al. [2]. Também estudaremos a influéncia prética
do parametro v, que depende da escolha do parametro p.
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