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1 Introducao

A principal motivacao para o estudo das equacoes diferenciais é que, mesmo as equacoes mais
simples, descrevem modelos fisicos importantes, por exemplo, o crescimento de uma populacéo, a
proliferacdo de doengas, o sistemas massa-mola, dentre outros [4]. Neste contexto, o cdlculo fra-
cionario também conhecido como calculo de ordem néo inteira, desempenha um papel de crescente
destaque. Desde o inicio da teoria do calculo diferencial e integral, mateméticos como Euler e
Liouville desenvolveram suas ideias sobre o célculo de derivadas e integrais de ordem nao inteiras.

Dentre as dreas recentes de aplicagao do cédlculo fracionario, pode-se destacar a modelagem
de epidemias, na qual propoe-se modelos que possam ajudar a tragar politicas de controle dessas
doengas de forma a erradicéd-las o mais rapido possivel. Com base nessa premissa, em virtude do
cendrio atual, onde o mundo enfrenta a pandemia causada pelo coronavirus (COVID-19), decidiu-
se nesse trabalho estudar o modelo estruturado de epidemia compartimental do tipo SIRD para
populagoes interagentes. O modelo SIRD é uma generalizagao do conhecido modelo compartimental
SIR que inclui a taxa de mortes da populagao, denotada por D.

2 Derivadas Fracionarias

Neste trabalho utilizaremos a derivada fracionédria de Caputo, pois entre as defini¢oes existentes
de derivadas fraciondrias, a defini¢do de Caputo é a mais popular entre fisicos e engenheiros, por
conta de suas propriedades algébricas e por depender de condiges iniciais (ou limites) usuais [1].

A derivada fracionéria a esquerda de Caputo de ordem « > 0 (o € R) é definida por:

C o _ 1 * f(n)(t) n=la . * a
S0 = g | Gt = LecRac®) )

onde f(")(t) = d;{ ff) sao derivadas ordinarias de ordem inteira n. Em especial, para a = 1 a

derivada de Caputo se reduz a uma derivada usual de primeira ordem.
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3 O Modelo SIRD fracionario para duas populacoes

Para o caso do COVID-19, sao monitorados o niimero de casos registrados, o nimero de mortes
e o nimero de casos ativos. Vamos considerar o caso de duas populacoes distintas interagentes
(populagoes em cidades vizinhas). Seja NN; o ntmero de individuos na populacdo i(i = 1,2) e
Nt = N1 + Ny a populacao total integrada. Sejam S;, I;, R; e D; as fractes, em relagao ao N;, da
populacao i que sao, suscetiveis, infectados, recuperados e mortes, respectivamente, no tempo t.
No modelo considera-se, a evolugao temporal dada pelo seguinte sistema dinamico para i = 1, 2.
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2
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§ DY D; = ki,
onde 0 < a < 1 ¢ a ordem da derivada, 3;; é a taxa de transmissao da doenca, ¢; é taxa de
reinfeccdo, v taxa de vacinagdo, k; € a taxa de mortes da populagdo infectada pela doenca, ~;
é o inverso do periodo infeccioso médio, para i = 1,2. Além disso, assume-se que as taxas de
mortalidade pu; é igual as taxas de natalidade, de forma que o N; total da populacao é constante
durante as doengas. Portanto, tem-se que S;(t) + I;(t) + R;(t) + D;(t) = 1. E importante reforgar,
que no modelo com reinfecgao, o parametro ¢; controla a taxa com que individuos recuperados
retornam a condigdo de suscetiveis [2]. Para doengas em que a reinfecgdo ocorre, a vacinagao
é ferramenta importante para conferir aos individuos imunidade contra a doenca, sem que este
venha a contrai-la. No modelo SIRD, esse processo corresponde a passagem direta de individuos
do compartimento de suscetiveis para o compartimento de recuperados [3].

4 Conclusao

O objetivo do presente trabalho é investigar o uso do célculo fracionario na modelagem de
epidemias de populagoes interagentes. Propomos um modelo do tipo SIRD para duas cidades
interagentes com derivadas fracionarias. Como continuacao do trabalho, iremos analisar os da-
dos ao longo do tempo referentes ao numero acumulado de casos confirmados e mortes causadas
pela COVID-19 fazendo uma andlise qualitativa, iremos também estudar politicas ptblicas como
quarentena em massa e vacinacao.
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