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Resumo. Baseando-se na aproximagao de Yosida, apresentamos um algoritmo para encontrar pon-
tos criticos de fungoes DC em variedades de Hadamard. Mostramos que cada ponto de acumulagéao
da sequéncia gerada por nosso algoritmo é ponto critico da funcao objetivo.
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1 Introducao

Nesse artigo, nosso interesse estd focado no método do ponto proximal para encontrar uma
solucdo (pontos criticos) de problemas de otimizacdo envolvendo uma classe especial de fungoes
nao convexas que podem ser escritas como a diferenca de duas fungoes convexas em variedades
Hadamard. Denotamos este problema por

min f(2), com f(z) = gx) ~ h(a) (1)
onde g, h : M — R sao fungoes convexas continuamente diferencidveis e f limitada inferiormente.

A funcédo objetivo f é chamada de funcdo DC, isto é, diferenga de duas fungdes convexas. O
interesse pela teoria das fungoes DC aumentou muito nos ultimos anos. No cenario euclidiano,
existem muitos trabalhos dedicados a teoria das funcoes DC em diferentes contextos, veja por
exemplos [4,6,7,9,13], e recentemente Souza e Oliveira [12] e Almeida et al. [1] propuseram
algoritmos no contexto Riemanniano.

O objetivo deste artigo é apresentar um algoritmo para encontrar pontos criticos de fungoes DC,
o qual estende ao ambiente das variedades de Hadamard um algoritmo proposto por Moudafi [9]
baseado no resolvente e na aproximagao de Yosida dos campos gradientes das fungoes g e h.

2 Preliminares

Ao longo deste artigo, M denota uma variedade Riemanniana n—dimensional completa, sim-
plesmente conexa de curvatura seccional nao positiva (variedade de Hadamard), com a funcéo

1joaosa.mat@ufpi.edu.br.
2jurandir@ufpi.edu.br.
3joaocos.mat@ufpi.edu.br.

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0489 010489-1 © 2021 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0489

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

distancia d : M x M — R. Os resultados preliminares e conceitos de geometria Riemanniana
usados ao longo deste artigo podem ser encontrados em [8,11,12].

Para qualquer # € M podemos definir a inversa da aplicacdo exponencial exp,;* : M — T, M
que é C*°. Como d(z,2’) = || exp,,' 2|, a aplicacdo p, : M — R definida por p,/(z) = 3d?(z,2’)
é C™ e seu gradiente em x é grad p, (z) = — exp;,1 2. Lembre-se de que um triangulo geodésico
A(p1,p2, p3) de uma variedade Riemanniana é um conjunto que consiste em trés pontos pi, ps e

ps e geodésicas minimas v; : [0,1;] — M ligando esses trés pontos.

Teorema 2.1. (Teorema da Comparagao para Tridngulos) Seja A(p1, p2, ps) um tridngulo geodésico.
Denote, para cada i = 1,2,3, por v; : [0,l;] — M a geodésica ligando p; a pit1, e l; = L(v;) e
a; = Z(7;(0), =v;_1(li=1)). Entdo, a1 +as+as <7 e

112 + li2+l — 2[111'4_1 COS (41 § 112_1. (2)

Em termos de distincia e a aplicagio exponencial, a desigualdade (2) pode ser reescrita como
d*(pi, pis1) + A (piy1, Pive) — 2(exp, | pi, eXPE}H piv2) < d*(pi—1,pi) (3)

sendo (exp, ! pi,exp, |y piva) = d(pis1, pi)d(pit1, piva) COS it

Usando as propriedades do transporte paralelo e da aplicagao exponencial, obtemos o seguinte
resultado que serd usado com frequéncia nas préximas segoes.

Proposicao 2.1. Seja g € M e {x,} C M tal que x, — x9. Entao,
(z) Para todo y € M, temos exp;n1 Yy — exp;o1 Yy e exp;1 Ty — exp;1 xq-.
(ii) Se v, € T, M e v, — vg, entdo vy € Ty, M.
(iii) Dados, Un, Uy, € Ty, M € ug,vg € Ty M, s€ Uy — Uy € Uy —> Vg, entdo (Up, Up) — (Ug, Vo).
() A fungao F' : M — TM definida por F(z) = Py z,u € continua em M,¥x € M,u € Ty, M.

Seja X(M) o conjunto de todos os campos vetoriais A : M — 27M de valores miiltiplos, de
modo que A(z) C T, M para cada x € M e o dominio D(A) de A é D(A) = {z € M; A(z) # 0}.

Definicao 2.1. Dizemos que A € X(M) é mondtono se a sequinte condi¢do é vdlida
(u,exp, ty) < (v, — exp;1 x), Yu € A(x) e Yv € A(y).

A fungio f : M — R € convexa se a composi¢ao f oy : [a,b] — R € convezxa, isto é,
(foy)(I=t)a+tb) < (1—=t)(fovy)(a)+t(foy)(b), para todo segmento de geodésica v : [a,b] — M
Va,be R e0<t<1. O subdiferencial de uma fun¢ao convexa f: M — R em x € definida por

Of(x) = {u € T, M; (u,exp, " y) < f(y) — f(x),Vy € M}.

Além disso, o subdiferencial de f € um campo mondtono. Em particular, se f € diferencidvel,
entdo Of(x) = {grad f(x)} para todo © € M e f : M — R € conveza se, e somente se,
f(exp,v) > f(p) + (grad f(p),v), p€ M ev € T,M (ver por exemplo [2]).

Definigao 2.2. Seja C C M um conjunto convezxo e fechado. Uma aplicacdo T : C — M
(i) € nao expansiva se d(Txz,Ty) < d(x,y), YVa,y € C.
(ii) € firmemente nao expansiva se a aplicagao ¢ : [0,1] — [0,00) definida por

#(t) := d(exp, texp, ' Tz, exp,, texpy_1 Ty), Vt € [0,1]

€ nao crescente para quaisquer x,y € C. Em particular T € nao expansiva.
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Agora vamos definir o resolvente e aproximacao de Yosida de um campo vetorial A € X(M).

Definicao 2.3. Dados A > 0 e A € X(M), o resolvente e a aproximacgdo de Yosida de A de
ordem A\ sao as aplicacoes de maltiplos valores Jf M — 2M e Ay - M — 2TM definidas
respectivamente por J{(z) == {z € M;z € exp, AA(2)} e A\(z) = —F exp; ! J{(2), Vo € M.

O seguinte resultado relaciona a nio expansividade de J{! e a monoticidade de A € X(M) (ver
por exemplo [8]).

Proposicao 2.2. Seja A € X(M). Entao, para todo A > 0, o campo vetorial A é mondtono se, e
somente se, Jf € de valor unico e firmemente ndo expansivo.

A seguinte proposigao descreve o comportamento do resolvente J;f‘ quando A — 0 (ver por
exemplo [8]).
Proposicao 2.3. Seja A € X(M) mondtono. Entdo, para todo A > 0,

(i) para todo x € D(Ay) Ax(x) € Px’Jf(I)A(Jf(I));

(ii) se x € D(J) N D(A), entdo )l\irrb J(z) = z.

—

Consideremos os seguintes lemas técnicos, os quais podem ser encontrados, respectivamente

em [2,3] e [10].

Lema 2.1. Se f: M — R € uma funcao diferencidvel tal que seu campo gradiente € Lipschitz
continuo com constante Ly > 0, entdo f(exp,v) < f(p) + (grad f(p),v) + Li|v|?2, Vpe M,v €
T,M. Além disso, se f for Lipschitz continua com constante Ly > 0, entdo ||grad f(z)|| < Lo para
todo x € M.

Lema 2.2. Sejam {a;} e {Tx} sequéncias de nimeros reais nao negativos tais que agy1 < ap+T.

oo
Se ZI‘k < 400, entao {ar} € convergente.
k=0

3 Algoritmo para fungoes DC usando aproximacao de Yo-
sida

Seja f(x) = g(x) — h(x), onde g e h sdo fungdes convexas continuamente diferencidveis e f limi-
tada inferiormente. Apresentamos um algoritmo para encontrar pontos criticos de f, baseando-se
na aproximacao de Yosida do campo grad h. Para facilitar a notagdo vamos denotar o gradiente
da fungéo ¢ por grad ¢(z) := ¢'(z). O algoritmo é dado pelo seguinte processo iterativo.

Algoritmo APPY:
Dado um ponto inicial 2° € M, e as sequéncias {ur}, {\r} C (0,+00). A sequéncia {x*} é
dada da seguinte maneira: dado z* € M,

1. Calcular y* = exp,x (1xhi, (z*)), onde k), ¢ a aproximagao de Yosida do campo A'.
1
24

k+

2. Encontrar x &2 (m, yk)}

1 _ .
= arg min{g(z) +

A boa definicio das sequéncias {y*} e {z*} segue da Proposicio 2.2 e do fato que a funcdo
g(-) + idQ(y y*) : M — R é estritamente convexa e 1-coerciva (ver Lema 4.1 em [5]).

Na seguinte proposicao vamos assumir que a funcao h e seu gradiente sao Lipschitz continuos
de mesma constante L, do contrdrio podemos tomar L o maximo das constantes de Lipschitz.
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Proposicao 3.1. Seja {z*} a sequéncia gerada pelo algoritmo APPY. Se h e seu gradiente sdo
Lipschitz continuos de constante L, entao

idQ(JikJrl,Ik). (4)

) < £y + g -
- 2 ok

Prova: De fato, usando o Algoritmo APPY, temos que l%k exp;,}+1 y* = ¢/ (z1). Entdo, pela
convexidade de g, segue que

1 _ _
o) = g(a**) + <Mk expoi v, expoi, zk>. (5)

Pela Proposicao 2.3, temos que - eprh (@) L ak = h’(J/’\"”; (z%)). Segue da convexidade de h

k+1 W (oK 1 -1 k -1 k41
h(xFHY) > h(JY (2%)) + <)\kepr;L;(wk)m ,epriL;(xk)x + >

= h(z*) + h(J} (%)) — h(z*) +< L eprh (o )xk eprh - )xk+1>.

Ak
Somando as desigualdade (5) e (6), obtemos
F@" ) < f(aP) + h(a) — h(TR (2F))—

1 k k1) _ 1 -1 .k -1k
b <eXth (x k)x eXth (@ k)x > Hk<expwk+1y ) €XP k1 T >

Usando o Teorema de comparagio para tridngulos para A(y*, % 25t1) e A(y*, 2¥1 2F), onde

y* = exp (urhl, (%)), obtemos

P < fah) + k) = h(I} (2%)) = Ld? (2 2F)

_)\1k|:< GXpJ,L ( k) xk eXth’( k) k+l> + <6Xp k J)\k( ) exp k+1>:|

Considere agora os triangulos geodésicos A(zF, Jff; (zF), 2% +1) e A(Jff; (zF), ¥+ %) entdao pelo
Teorema de comparagao para triangulos, temos de (7) que

(7)

F@) < (@) + () = h(IY (a8)) = = dP(aF, JY (2h) — R dP (R ). (8)
Usando o Lema 2.1 para p = Jﬁf}i (2F), v = eXth,( K zF, temos que
k "tk Lo koqn' ok L,
h(z") = h(Jx, (z")) — Vi (", X, (@%)) = - Ag. (9)
Combinando (8) e (9), obtemos f(zF*1) < f(z*) + %3)\% — H—lde(zkH,xk). O

Agora, vamos provar o resultado de convergéncia.
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Teorema 3.1. Seja {7*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo APPY. Se h e seu gradiente sdo

(oo}
Lipschitz continuos, 0 < pup < pp < o e Z A < 00, entdo
k=0
(i) {f(z¥) — f*} é convergente, onde f* =inf{f(y);y € M}.
(ii) lim d(z", zF)
k— o0

(iii) Todo ponto de acumulacdo de {x*} € ponto critico de f.

=0e lim —d(z" z%) =0.
k—o0o [k

Prova: i) Pela Proposicao 3.1, temos que

P = f < ft) - L;Ai. (10)

Definindo aj, = f(z%) — f* e [y = %3)\%, como »_p- oIy < oo segue de (10) e do Lema 2.2 que
{f(x*) — f*} é convergente.
i) Sendo 0 < p1 < ug < g, segue pela Proposicao 3.1 que
1 1 L3,

ng(l‘k—"_l,mk) < ﬁdQ(xk—&-l’mk) < [(f(:vk) _ f*) _ (f(a:kH) _ f*)] + 7)%.

1
Entdo, lim d(z** 2%) =0e lim —d(z*"! 2%) = 0.
k—o00 k—oo g

iii) Seja Z um ponto de acumulacio de {z*} e {z*1} subsequéncia tal que 2% — Z. Segue de
(ii) que zFitl — 7.

Usando a desigualdade triangular e a nao expansividade de J ;f;, temos que
d(7}, (2*),2) < (T3, (@), T}, (@) +d(I}, (2),7) < d2*,2) + (T}, (2),2).

Como lim J;‘; (Z) = z, pela Proposigao 2.3, obtemos lim Jf\l,: (z%7) = Z. Assim,
j—o0 J j—o0 J
lim 2/(J} (a%)) = 1 (z) = @.
j—oo J

Resta provar que lim ¢'(z%*1) = @, onde ¢/(zF+1) = Lexp L . y¥ .
J—00 Pk x"J

~ . 1 _ .
Afirmacao: khm —_— expgﬁ,}fr1 y* = . De fato, para w* = h'(z%)

—00 /ikj

1 _ , _ 1 _ ) . ) _
HT exp$k1j+1 yk_, _szj_,_lij < ”7 exngkljJrl ykJ —Pmkj+1’zk:]- wh || + ||szj+17l‘kj wh —Pmkj-HEwH.
J J

1) Note que, P x;+1 0 = (P ;41 x; o Px; Jw. Segue do fato que a aplicacdo transporte
paralelo é uma isometria, que

ks _ k; _ k; _
“Pwkj+1’mkjw I — kaj+1’i’w|| = H.szj+17mk:jw I — Pwkj+1’a:k:j (Pmkj’i’U))” = HU) I — szj’i’wH.
Assim,
]12210 ||szj+1’wkj whi — szjﬂ’jﬂ)H =0. (11)
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2) Veja agora que

H—e Xp k ke Prkj+17l_kjwkj||2 =

= ﬂ%kjll exp 1y % + A%ij exp i M |? — 2mﬁj<expx£j+1 yk%kaj+1,wkjwkf> (12)

Mkj

-1 (d?(:eka, yh) + 2y, )) - 2H;< exXpTL 1y, Py i, wh >
] |

Para o triangulo geodésico A(x%iT1ykizki) temos
Lo ki1 ok 20, k; ok 1 -1 kj+1 L oo kvt ks
—=[d* (2" Yy )+ d7 (Y )]—27<expyij ekax 1) < —-d* (2™ %) (13)
M, Hi; M,
Note que,
(M
(exp;,}j zkerrl’exp;,}j 2h9) = (P eXp; 2kt P ks vy exp ’“9sz>

< eXp k +1 y P K +1,ykj eXp;klj St',‘kj>.

(II) Sendo P x;+1 iy = Pyijer x5 © Porj s, temos
—1 k. _ —1 k.
kaj-%—l’yk]- (eXpykj x J) = (Pmkj+1’zkj o szj Y J)(eXpykj x 7)

= Pwk-Jerl)ij (P k; .k (exp;klj xkﬂ))

a"i .yt
_ -1k
=P kjt1 4, (—exp_i, y™)
k.

= —/.ijpmkj+17 k'(ltk p k y ) — Mk P Tt 2k W

Segue de (I) e (IT) que (expy_,}j xkﬂ""l,exp;klj ahi) = (exp k41 y"i, Pk, +1 g wki). Usando essa
igualdade em (13), obtemos

1 ok | 1 N o
[ (@ ) + Py 2] = 2——(exp i Y Py ) < - d? (@M ah). (14)

M, Mk Hi,
Segue de (12) e (14), que Hi exp;,}j+1 Yy — P e whi|? < [id(xkﬁl,xkj)}?. Sendo que
1
lim —d(z*! 2%) = 0, obtemos
J—=0 W,
1 k12
lim || exp_ k oyt = Pyt w7 = 0. (15)

J—oo " g,

Por (11) e (15) pela continuidade da norma e da aplicagao transporte paralelo

lim — exp k Y™ = . Assim, hm g (@Mt = ¢ (z) = w.
J—r00 [hf;
Portanto, f'(z) = ¢'(z) — h'(Z) = 0, ou seja, x é ponto critico de f. O
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4 Conclusoes

Neste artigo, consideramos um método para calcular pontos criticos das fungoes DC (suaves)
em variedades de Hadamard, baseando-se na aproximacao de Yosida do campo gradiente de func¢ao
convexa. Tal algoritmo estende para o ambiente de variedades Riemannianas o algoritmo proposoto
por Moudafi [9] em espagos de Hilbert. Foi provado que todo ponto de acumulacdo da sequéncia
é ponto critico da funcao DC f. Como um trabalho futuro, uma generalizagao do método para
diferenca de campos monétonos pode ser considerado.
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