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Resumo. Este trabalho consiste numa investigacao sobre a quantidade de Cédigos Perfeitos, sub-
reticulados, em Reticulados Algébricos bidimensionais obtidos via mergulho de Minkowski. Em con-
traste com os Cédigos Perfeitos nos reticulados Z? e Hexagonal, considerar os Reticulados Algébricos
resultou em um nimero grande de Cédigos Perfeitos.
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1 Introducao

Ao longo dos tultimos anos, diversos autores exploraram a existéncia e a nao existéncia de
Cédigos Perfeitos (no reticulado Z™), vide [4,6,7,9,10]. Em especial os autores Golomb and Welch,
em [5], conjecturam que na métrica ¢ (métrica do txi) os perfeitos existiam para dimensoes baixas
e raios pequenos. E, e entao diversos autores deram suas contribuicoes reforcando a conjectura.

Constata-se que ha poucos Codigos Perfeitos no ambiente Z™, quando se leva em conta as
métricas: do taxi e a métrica euclidiana. Entao outros autores comegaram a explorar as métricas
¢, [1], e também o estudo de Cédigos Quase-perfeitos [11]. Mesmo considerando essas outras
métricas o numero de cédigos Perfeitos, ainda aparecem em nimeros modestos, e também restritos
as dimensoes baixas.

H4 ainda autores que investigaram um pouco sobre Cddigos Perfeitos sob alguma métrica no
reticulado raiz A,, (vide [3,8]), e inspirados nestes estudos, passamos a investigar e estabelecer
condicoes de necessédrias para a existéncia destes cddigos em reticulados mais gerais, i.e., nao
restritos apenas aos reticulados Z™ e A™. Este reticulado mais geral serd a partir deste momento
denominado de Reticulado Ambiente, conceito introduzido em [12].

A condicao de existéncia de perfeitos esta fortemente atrelada ao raio de cobertura do reticulado
ambiente. Em outras palavras, o reticulado ambiente que possui um raio de cobertura grande tem
muito mais chances de possuir Cédigos Perfeitos e em maior quantidade.

Neste trabalho consideraremos em especial duas familias como reticulado ambiente, tais familias
foram obtidas via mergulho de Minkowski, e cuja matriz de Gram, que é integral, depende de um
parametro inteiro [, a medida que aumentamos o parametro [, o raio de cobertura do reticulado
ambiente aumenta, e o niumero de Codigos Perfeitos também aumenta.

Este trabalho estd subdividido nas seguintes se¢oes: Preliminares (nesta segdo iremos intro-
duzir os elementos essenciais deste trabalho), Cédigos Perfeitos (aqui generalizamos as condigoes
de existéncia para reticulados ambientes gerais), e Cédigos Perfeitos em Reticulados Algébricos
Bidimensionais (nesta dltima faremos um estudo de caso, em que o nimero de Cédigos Perfeitos
pode ser muito grande).
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2 Preliminares

Nesta secao vamos introduzir alguns conceitos basicos, limitados aos essenciais a este trabalho,
mais detalhes vide [2].

2.1 Reticulados

Seja {v1,..., v, } um conjunto de vetores linearmente independentes em R™. O conjunto
m
A{ZAivi:)\iez,we{l,...,m}} (1)
i=1
é chamado de reticulado e {vy,...,v,,} é dita uma base do reticulado. Neste caso, dizemos que
o reticulado A é gerado pela base {v1,..., v}

O espaco gerado por todas as combinagdes lineares dos vetores vy, ...,v, é denotado por
span{vy,...,v,}. Se M é uma matriz geradora para um reticulado A, representamos por span(M)
ou span(A) o espago vetorial gerado pelas linhas da matriz M.

Seja A C R™ um reticulado e {vy,...,v,,} uma base de A, em que v; = (v;1,...,0;n) para
1€ {1,...,m}. Chamamos de matriz geradora de A a matriz M cujas linhas sdo formadas pelos

vetores de uma base do reticulado, isto é,

M =
Um1 * Umn

é uma matriz geradora de A.

Dois reticulados A; e Ay em R™ séo ditos equivalentes (e denotados por A1 ~ As) se existirem
uma isometria o : R” — R™ e um ntmero real positivo ¢ tais que (co)(A1) = As. Dizemos que ¢
é a razao de semelhanca de A; para As.

A matriz G = MMT é chamada de matriz de Gram do reticulado gerado por M. O
determinante do reticulado A, denotado por det(A), é definido como o determinante da matriz
de Gram, isto ¢, det(A) = det(G).

Dizemos que A1 C A é um sub-reticulado de A se A; também for um reticulado.

Um reticulado A C R"™ é dito integral se x - y € Z, para quaisquer x,y € A.

Sejam A C R™ um reticulado e 8 = {b1,...,bn}, com m < n, uma base para A. Dado um
elemento v de A, a regiao de Voronoi de v é definida como

V(v) ={x € span(B) : ||z — v|| < ||z — u||,Vu € A}. (2)

Em outras palavras, a regiao de Voronoi de v é formada por todos os pontos do span(3) que estao
mais préximos ou a mesma distancia de v do que de qualquer outro ponto de A.

2.2 Empacotamento e Cobertura

Seja V' um espago vetorial normado. A bola fechada (real) centrada em z € V com raio
r > 0, denotada por B(z,r), é definida como B(z,r) = {x € V : ||z — 2| < r?}. Quando z = 0,
por simplicidade, denotaremos a bola como B, ao invés de B(0,r).

Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento em V', é uma distribuigao
de bolas/esferas, todas de mesmo raio, de forma que duas bolas/esferas nao se interceptam ou se
interceptam apenas nos bordos. Um empacotamento reticulado é um empacotamento esférico
em que o conjunto dos centros das bolas/esferas forma um reticulado em V.
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O raio de empacotamento de um reticulado A C R, denotado por p, é o maior raio para o
qual é possivel distribuir bolas/esferas centradas nos elementos de A e obter um empacotamento
reticulado, isto é,

p=max{r e R: A+ B, =R"} (3)

é raio de empacotamento.
Dado um reticulado A € R"”, definimos a densidade de empacotamento esférico de A como

A(A) = volume de uma esfera de raio p
~ volume da regido fundamental de A
vol(B,)  wol(B1)p™  wol(By)p™

- vol(A) - vol(A) - det(A)1/2° (4)

Sejam A C R™ um reticulado e V' = span(A), dizemos que o conjunto A+ B,. é uma cobertura
de VseV C(A+ B,).
Sejam A C R™ um reticulado e V' = span(A), o ndmero

Rp = min{r : A+ B, é uma cobertura do V'} (5)

é chamado de raio de cobertura de A. Em outras palavras, o raio de cobertura de um reticulado
A ¢é o menor r > 0 tal que |J,., B(z,7) D V.
Sejam A um reticulado e V = span(A), a densidade de cobertura em V' de A é dada por

‘/nRA
O(A) = . 6
() = ot (6)
3 Cobdigos Perfeitos
Dado um reticulado A,, a bola discreta, denotada por B(z,7), centrada em z = (21,...,2,) €
Aq e com raio r, é definida como B(z,7) = {(x1,...,2n) € Ag : (x1—21)* ++ -+ (@ — 2,)* < 12}

Quando z = 0, por simplicidade escreveremos B, ao invés de B(0,r).

Seja A C A, um reticulado. Como é bem conhecido na literatura, a distdncia minima de um
reticulado A, denotada por d(A), é a norma euclidiana de um vetor ndo-nulo de norma minima de
A, e o raio de empacotamento, denotado por r(A), é definido como o maior r tal que

(1) (Br+A)NB.)NA, =0, em que 0# X € A;
(i) [¢"]©4, # 0, isto 6, existem pontos do reticulado com norma igual a r.
Se, além das duas propriedades acima, A cumprir a seguinte propriedade:
(iii) B, + A = Ag;

dizemos que A é um cédigo r-perfeito em A,. Vale ressaltar que neste capitulo estaremos
denotando reticulado por codigo.
Seja D,, o conjunto de todas as distancias atingiveis em A, isto é,

Dy =Dn(Aa) = {ll| : @ € Aa}. (7)
Considere a seguinte aplicacao

®: R —D,
x —rmax{y € D,y < z}.
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Definimos anteriormente o raio de cobertura de um cédigo (reticulado) A C R", que é o menor
niimero real r tal que (J,., B(z,7) D R". Agora, vamos definir o raio de cobertura discreto de
um codigo.

O raio de cobertura (discreto) de um cédigo A, denotado por Ry, é 0 menor r € D, tal

que (J,ep B(z,7) = A

3.1 Condicoes de Existéncia
Teorema 3.1. Em um espaco ambiente Ay, o raio de um cédigo linear perfeito A satisfaz

(1+amtm)

v S MutET (8)
(1+(An)l/n)
< RAQW7 (9)

em que A" é a densidade mdzima de um reticulado de posto completo, M = mingep, ||€/2 — ul e
x € um vetor de norma minima em A.

Teorema 3.2. Em um espaco ambiente Ay, o raio r de um cédigo linear perfeito A, satisfaz
((@n)l/n 4 1)
((©m)t/m—1)’

em que O™ € o infimo das densidades de cobertura sobre todos os reticulados n-dimensionais de
posto completo e Ry, € o raio de cobertura de A,.

r < R, (10)

4 C(Cbdigos Perfeitos em Reticulados Algébricos Bidimensi-
onais

Neste trabalho vamos considerar duas familias de reticulados algébricos bidimensionais, obtidas
pelo mergulho de Minkowski, o processo de obtencao destes reticulados serda omitido aqui:

4.1 —Il=1 (mod 4)

O reticulado algébrico A, ;1 possui matrizes geradora e de Gram, respectivamente:

Ml:(\\fgz \/2%/2> eGl:(% (1+1l)/2>' (1)

4.1.1 Tipo 1: polihexagono de um nivel

Figura 1: Polihexdgono do Tipo 1 construido para [ = 43.
Neste formato de ladrilho os polihexagonos construidos possuem apenas uma camada.

A bola do Tipo 1 é definida como B, = {(a,0)M;; € R? : (a,0)G;1(a,0)" < 72 < (I +
1)/2 e (a,0) € Zﬁ_}, em que Gy, é a matriz de Gram associada a M; 1 que gera Ag 1.
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Teorema 4.1. Os polihexdgonos do Tipo 1 ladrilham o R2.
Teorema 4.2. Para cadal € N tal que —l =1 (mod 4), o nidmero de raios para os quais temos

codigos perfeitos do Tipo 1 em Ag 11 € igual a |VI—3/2].

4.1.2 Tipo 2: polihexagono de trés niveis

Figura 2: Polihexdgonos do Tipo 2 construidos para [ = 43.

Nesse formato de ladrilho os polihexdgonos possuem trés camadas, sendo a camada central
sempre maior do que as camadas laterais.

A bola B, do Tipo 2 é composta por todos os vetores (a,1)M;1,(b,0)M;; € R? tais que
(b,0)G11(b,0)T <72 <2l e (a,1)Gy1(a,1)T < 7?2 < 21, em que Gy 1 é a matriz de Gram de Ag 1.
Definimos entao a bola do Tipo 2 como B, = {uM;; € R?: (I +1)/2 <uG1u’ <r? <2leuec
73, em que u = (a,1) ou (b,0)}.

Teorema 4.3. Ry ¢é um As-ladrilho para R?.

Teorema 4.4. Para cada l € N tal que —l = 1 (mod 4) temos que o nimero de raios para o0s
quais A1 C Ng 1 € um codigo perfeito do Tipo 2 em que o raio da bola é dado por um vetor do
tipo (a,1)M; ;1 € igual a [(1+ V31)/2|, se 31 nio é um quadrado perfeito, e (1 ++/31)/2 — 1, caso
contrdrio.

4.2 =2 (mod 4)

O reticulado algébrico Ag ;2 possui matriz geradora e matriz de Gram, respectivamente,

= () eo=(3 3)

Note que det(Aq2) = 4l e a distancia minima d ¢ igual 2. Entdo, temos que

2/2)?
m(2/2)° _ 7 A(Agy2) — 0, quando | —s 4o00.

2Vl 2Vl
Observe também que o raio de cobertura Ry, ,, ¢ igual a v2[ +1/2 . Entao,

(L+ @MY Val+1 (14 (x/V12)'/?)

r<Rp,,, =

(L=@amym) 2 (1= (x/V12)?)

- 1/2
Logo, como \/2é+1 Eiiw;g;m; — 400 quando I — +o00, quanto maior o valor de [, mais

A(Aa,l,Q) =

chances teremos de encontrar raios grandes para os quais existem codigos perfeitos em A, ;9.
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Para essa familia de reticulados, para cada valor de [, considerando os raios para os quais A; 2 C
Ag,12 € um cddigo perfeito, também observamos que os poliominos construidos, que chamaremos
aqui de poliretangulos, possuem alguns formatos especificos, e estudaremos trés desses formatos,
que denotaremos por “Tipo 17 e “Tipo 2”7. A seguir, vamos descrever esses formatos e fornecer
alguns resultados sobre cada um deles.

4.2.1 Tipo 1: poliretangulo de um nivel

Figura 3: Poliretangulo do Tipo 1 construido para [ = 18.

Neste formato de ladrilho os poliretangulos construidos possuem apenas uma camada.
A bola do Tipo 1 é definida como B, = {(a,0)M;2 € R?: (a,0)G;2(a,0)T <72 <2l e (a,0) €
Zi}7 em que Gj 2 é a matriz de Gram de A, ;2 associada a M; .

Teorema 4.5. Os poliretangulos do Tipo 1 ladrilham o R?.

Teorema 4.6. Para cadal € N tal quel =2 (mod 4), o nidmero de raios para os quais Aj o C Ag 2
¢ um cédigo perfeito do Tipo 1 ¢ igual a |V1].

4.2.2 Tipo 2: poliretangulo de trés niveis

Figura 4: Poliretangulos do Tipo 2 construidos para [ = 10.

Neste formato de ladrilho os poliretangulos possuem trés camadas, sendo a camada central
maior ou igual do que as camadas laterais.

A bola B, do Tipo 2 é composta por todos os vetores (a,1)M; 2, (b,0)M; 2 € R? tais que
(a,1)Gr2(a, )T < r? < 2l e (b,0)G;2(b,0)T < r? < 2I. Definimos entdo a bola do Tipo 2 como

B, ={uM;3 € R? : 2l < uGou” <r? <8leu € Z3, em que u = (a,1) ou (b,0)}.
Teorema 4.7. Ry é um As-ladrilho para R2.

Example Paral = 2, os pares (a, ) que sao poliretangulos do Tipo 2 sao (1,0),(1,1),(2,1)
e (2,2).

Teorema 4.8. Para cadal € IN tal quel = 2 (mod 4), o nimero de raios para 0s quais Aja C Ag 2
é um cdédigo perfeito do Tipo 2 em que o raio da bola € dado por um vetor do tipo (a,1)M; o € igual

a [V/31].
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5 Conclusoes

Em reticulados ambientes com raio de cobertura grande, vide reticulados algébricos apresen-
tados, se mostram muito mais ricos que os reticulados Z2? e Hexagonal do ponto de vista da
quantidade de Cédigos Perfeitos.
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