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Resumo. O procedimento recursivo (MECR) é uma técnica auxiliar de elemento de contorno que
foi usada com sucesso para o recalculo de derivadas potenciais e direcionais com mais precisao. Este
procedimento é baseado na ideia matemaética de que a equagdo integral de contorno é uma sentenca
de residuos ponderados e sua reutilizagdo implica uma nova minimizacao de erros numéricos. Neste
trabalho os valores de contorno nodais calculados pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) sao
reaproveitados aplicando-os na equagéo integral do Método dos Elementos de Contorno, visando
principalmente calcular as derivadas direcionais internas do potencial. Para confirmar a robustez
do modelo proposto, sao realizados testes computacionais, nos quais os resultados da forma padrao
do MEF sao comparados com os obtidos pelo procedimento recursivo. Nao apenas as derivadas
de potencial interno, mas também os valores de potencial interno foram recalculados pela MECR
com o objetivo de corroborar a consisténcia do procedimento proposto. Para avaliar a qualidade
dos resultados, o exemplo apresentado contém a solugdo analitica para a verificagdo do erro médio
relativo.
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1 Introducao

H& um esforco significativo para se obter métodos numéricos mais eficientes em engenharia.
Para atingir esse objetivo, algumas técnicas numéricas tradicionais foram submetidas a adaptagoes
para obter melhor desempenho, utilizando os avancos da modelagem matematica, a velocidade de
processamento do computador e sua maior capacidade de armazenamento de dados. No entanto,
tais métodos numéricos também podem ser aprimorados, por exemplo, através do uso de Fungoes de
Base Radial (FBR) [1] [4] [5] [9] [10] [14]. Serd utilizado neste trabalho a FBR do tipo exponencial
e a fungao polinomial de ordem 1 para o calculo das derivadas internas durante a aplicacao do MEF
[2] [8]. Ao mesmo tempo, uma nova proposta para os cédlculos dos potenciais e derivadas parciais
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internas a um dominio estabelecido é apresentada através do ja conhecido MECR, um método
recursivo baseado no Método dos elementos de Contorno (MEC) j& apresentado por [6] [11] [13].
Neste caso, os valores de contorno obtidos pelo FEM serao utilizados, onde os potenciais foram
obtidos de forma direta e as derivadas de contorno através dos valores calculados no baricentro dos
elementos com lado tangente ao contorno. Para os valores de canto foi realizado uma aproximagao
peloo Método das Diferengas Finitas (MDF) atrasada.

O exemplo numérico que serd estudado neste artigo foi extraido da dissertagao de [12], sendo
um problema de Laplace (vide [3] e [7]) desenvolvido no sistema de coordenadas polares, o qual
apresenta as condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann no dominio 2(X) definido. O comporta-
mento da curva de erros percentuais médios relativos (ARE%) é avaliado em funcao do refinamento
da malha para o potencial interno e a derivada potencial. O exemplo possui a solugao analitica
para servir de parametro para avaliagao da precisao.

2 Equacao Integral do MECR

O modelo apresentado trata-se de um processo estaciondrio em meio homogéneo, regido pela
Equacao de Laplace, dada pela Equagéo (1). Em notacao indicial:

Ui (X) =0 (1)

A equagao cléssica do MEC em sua forma integral inversa pode ser encontrada na literatura [4]
e escrita conforme a Equacao (2):

c(u(©) + [

r

w(X)[g* (& X)]dl(X) — /FQ(X)[U*(E;X)]dF(X) =0 (2)
Para valores internos, o termo ¢(£) é igual a 1 [10] e desta forma os valores de potencial interno
podem ser obtidos através da Equagao (3)

w(&)int = —/FH(X)[q*(é“;X)]dT(X)+/FQ(X)[U*(§;X)]dF(X) =0 (3)

A Equacao (3) é utilizada durante a aplicacdo do MECR para o cdlculo dos potenciais internos
do MEF, para isto, sao utilizados os valores de U(X) e Q(X) de contorno prescritos encontrados
pelo MEF, esta agao pondera os residuos aumentando a precisdo dos valores de u(§);ns. Ao derivar
a Equacao (3) em relagdo a x1 e a zo obtém-se as equagoes integrais de contorno para o cdlculo
das derivadas parciais internas du(X);,:/dz; ao dominio Q(X).

Com relagao ao MEF, o célculo das derivadas internas é feito derivando a fungao classica
polinomial de ordem 1 dentro de cada elemento, calculando assim os fluxos em seu baricentro.
o mesmo procedimento é feito utilizando a FBR exponencial e*” onde r é a distancia euclidiana
do baricentro do elemento com relagao aos vértices. B importante destacar que o elemento finito
utilizado é do tipo triangular

3 Experimento numérico
O modelo solucionado pode ser observado pela Figura 1 e corresponde ao corte de uma chapa
em forma de L com simetria em AD apresentada por [12].

A solugao analftica para este problema é dada em coordenadas polares conforme a equagao (4)

u(r,0) = r?/35en(20/3). (4)

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0371 010371-2 © 2021 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0371

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

X2

F(X) ou(xq, 1)
I_l N

ox, D) e
C
et =q(x)
Q(X)
(7]
T B | [1,0] .
[0;0] A \\\\\\\\\\\\\\ X1

u(xlr 0) = ﬁ(xll 0)

Figura 1: Regiao definida pelo corte AD para o experimento.

Com a aplicagdo do gradiente de u(r,0), foi encontrado o valor analitico para as derivadas
direcionais conforme equagao (5)

?u(r, 0) = (2/3)r /35en(20/3)e, + (2/3)r*/3cos(20/3)ee. (5)

A Tabela 1 representa a discretizagdo da malha utilizada para a aplicacdo do MEF.

Tabela 1: Caracteristica das malhas utilizadas no MEF

Nomeclatura  N© total N? total de N© total de N? total de
de pontos pontos no contorno elementos finitos pontos internos no
baricentro dos
elementos finitos

Malha 1 19 12 24 22
Malha 2 61 21 96 92
Malha 3 217 48 381 376
Malha 4 817 96 1536 1520
Malha 5 3169 192 6144 6112

Na Figura 2, o MECR. ( ou RBE) obteve bons resultados para os valores de potencial interno,
superando os métodos tradicionais MEF (ou FEM) e MEC (ou BEM), porém a perda de mono-
tonicidade observada nas Figuras 3 e 4 se deve ao fato da descontinuidade presente no problema,
além do mau condicionamento da malha para o cédlculo dos fluxos internos. Como visto na Malha
5, esse problema pode ser resolvido por meio do refinamento da malha ou pela realizacao de testes
em malhas nao estruturadas. Observa-se também que para malhas com menor refinamento, os
valores de RBE com contorno FEM apresentaram erros proximos ao melhor valor alcancado pelo
MEC.
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Figura 2: ARE % para o potencial interno.
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Figura 3: ARE % para a derivada direcional du/dz.
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Figura 4: ARE % para a derivada direcional du/dzs.

4 Conclusoes

O objetivo deste trabalho é mostrar que a ideia contida no procedimento do MECR pode ser
aplicada com vantagem em um acoplamento com o Método dos Elementos Finitos. Os resultados
comprovaram que esta associagao foi efetivamente positiva, sendo bastante eficiente para melhorar
a precisao dos resultados das varidveis internas e também muito simples de implementar. O
exemplo resolvido apresentou boa precisao no cdlculo das derivadas direcionais e também melhorou
significativamente a qualidade dos valores potenciais.

O MECR introduz os valores nodais de contorno obtidos com o MEF nas equagoes integrais
do MEC para o célculo das quantidades internas de interesse sem a necessidade de resolver um
sistema de equacoes, pois o objetivo é calcular os coeficientes de influéncia com base na integragao
da solucdo fundamental e sua derivada normal. A solucdo para cada ponto interno escolhido
arbitrariamente é gerada separadamente com baixo esfor¢co computacional.

Uma grande vantagem desse acoplamento se deve a velocidade computacional que os modelos
discretos resolvidos pelo MEC apresentam quando grandes problemas sao resolvidos. Com o aco-
plamento MEF - MEC, néo seria necessario resolver um sistema com tantos graus de liberdade
se os valores internos fossem de grande interesse; assim, o custo de obtencao de valores internos
pelo MEC é muito baixo e compensador. Para trabalhos futuros objetiva-se aplicar o MECR no
problema de Poisson.
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