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Resumo Apresenta-se neste trabalho a construgao do termo de anisotropia linear para a
equacao de transporte de néutrons desenvolvida por Mitsis para um cilindro infinito com
simetria azimutal, espalhamento isotrépico, fonte externa isotropica e fluxo incidente cons-
tante no contorno. A construcao do termo de espalhamento é baseada na hipdtese de que
a solucao deste problema deve ser composta pelos mesmos autovalores determinados por
Case para um problema em geometria cartesiana unidimensional com anisotropia linear.
Determina-se a solugao deste problema aplicando o método HT Sy, o qual consiste na
aplicacao conjunta do método Sy com a transformada de Hankel de ordem zero, e compara-
se os resultados para o problema em geometria cilindrica com o problema em geometria
cartesiana.

Palavras-chave. Equacao de Transporte de Néutrons, Anisotropia Linear, Método HT'S

1 Introducao

Este trabalho tem como base a equacao de transporte de néutrons desenvolvida por
Mitsis [1] para um cilindro infinito com simetria azimutal e espalhamento isotrépico. Poste-
riormente Siewrt e Thomas [2] incluiram a essa equagao o termo de fonte externa isotrépica
e fluxo incidente constante no contorno. Em Gongalves [3] soluciona-se este problema
através do método HT'Sy. Este método consiste em aplicar o método Sy para a discre-
tizacao da varidvel angular e na sequéncia a transformada de Hankel de ordem zero para
resolver o sistema de equacoes diferenciais resultante.

Propoe-se neste trabalho adicionar o termo de espalhamento linearmente anisotrépico
a equacao de Mitsis. A construcao deste termo de espalhamento baseia-se na hipdtese de
que os autovalores positivos que compoem sua solugao sao idénticos aos determinados por

'uana-lazzari@hotmail.com
2gleniogoncalves@yahoo.com.br
3claudiopetersen@yahoo.com.br
4fernanda.tumelero@yahoo.com.br

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0192 010192-1 © 2017 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0192

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

Case [4] para um problema unidimensional em geometria cartesiana em um meio infinito e
mesmo grau de anisotropia. A solucao desta equagao é obtida através do método HT Sy.
Por fim, compara-se os resultados do problema em geometria cilindrica com o problema
em geometria cartesiana com anisotropia linear. Para tal, considera-se que o comprimento
da placa e do raio do cilindro sao grandes em comparacao ao livre caminho médio.

2 Metodologia

A equagao de transporte de néutrons desenvolvida por Mitsis [1] para um cilindro
infinito com simetria azimutal e espalhamento isotrépico é dada por:

2 10 1 ! !
(ﬁJF;E—ﬁ)‘I’(T’M)——C/O (I)(Tuu')ﬁa (1)

sendo 7 a varidvel radial, p a pseudovariavel angular que define a diregdo de propagacao
do fluxo, ® pseudofluxo angular e ¢ o nimero médio de néutrons que emergem por colisao.

Com base na equagao (1), propdem-se neste trabalho adicionar a esta equacao o termo
de anisotropia linear. Este termo é definido a partir da hipdtese de que a solucao deste
problema deve ser composta pelos mesmos autovalores determinados por Case [4] para a
equacao de transporte de néutrons unidimensional em geometria cartesiana em um meio
infinito com anisotropia linear. Assim a equagao (1) é expressa por:

? 10 1 ) ! , dp!
(WJF;E—F) O(r, 1) = —(c+3cfip (1—0))/0 Olr ) (2)

onde cfy € a secao de choque de espalhamento do termo de anisotropia linear.

Verifica-se a hipdtese de construcao do termo de anisotropia linear resolvendo a equacao
(2) pelo método de derivagao angular [3]. Este método consiste em derivar a equagao
um numero suficiente de vezes com relagdo a varidvel angular até obter uma equacao
diferencial, na sequéncia, soluciona-se esta equacao e substitui-se seu resultado na equacao
original. Assim, derivando a equagao (2) trés vezes em relagao a varidvel p e solucionando
a equacao diferencial pelo método de separacao de variaveis, obtém-se a autofuncao,

2,2 2
wve(c+3cfi(l —o)u
<I>(7",,u)y = ( ) —[52 ) )

Iy (g) F AW — ). (3)

onde Iy é uma funcao de Bessel modificada do primeiro tipo e ordem zero. Com base no
trabalho de Case [4] adicionou-se a autofuncao (3) o termo A(v)d(v — i) onde A(v) é uma
funcao arbitraria e §(v — ) é a fungdo delta de Dirac. Este termo permite considerar a
possibilidade de v = p, isto é v € (—1,1).

Substituindo a componente angular da soluc¢ao (3) na normalizacao da variavel angular
fol (IDV(M)Z—‘; = 1 e resolvendo a integral, obtém-se os autovalores da equacao (2) dados por:

”Jﬁ) —3(1 - c)efr — 1, (4)

A(v) = g(3(1 —)efir? +¢)ln <
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os quais sao idénticos aos autovalores determinados por Case [4] para um problema em
geometria cartesiana unidimensional com anisotropia linear. Isto pode ser verificado a
partir da componente angular da autofuncao para o caso anisotropico determinado por
Case [4] e expressa por:

cv

N
¢l/(lu’) = m 2(21 + 1)fl¢ul})l(:u)7 (5)
=0

onde P;(u) sao polindémios de Legendre, f; sdo os coeficientes da expansao e ¢,; é uma
- . 1
funcao definida por [, Py(p)dy (pn)dp = ¢y
Considerando [ = 1 na equagao (5), caso linearmente anisotrépico, tem-se que os
polindmios de Legendre sao Py(u) = 1 e Pi(n) = p e as fungoes ¢, sao ¢ = 1 e
¢1 = (1 —c¢). Assim a equagao (5) para o caso linearmente anisotrépico é dada por:

ou(p) = =) (1+3fipv(l —c)). (6)

Substituindo a equagao (6) na normalizacdo da componente angular f_ll oy (p)dp =1
obtém-se os autovalores para o problema em geometria cartesiana unidimensional com
anisotropia linear de Case [4]. Estes autovalores sao idénticos aos apresentados em (4).

Com base no trabalho de Siewent e Thomas [2] adiciona-se a equagao (2) os termos
fonte externa isotrépica, Q(r), e fluxo incidente constante no contorno, F'. Assim tem-se,

2 10 1 ol
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sendo F' definido por ¢(R, u, ) = F/4m, no dominio, p € [—1,1] e p € [-7/2,7/2].
A equagao (7) é definida para o pseudofluxo angular porém como este nao possui
sentido fisico define-se o fluxo escalar como

1
dp
v = [ )+ (®)
0 K
A equagao (1) esta sujeita a condi¢ao de contorno de superficie livre dada por:
R R\ 09
K, (—) (R, 1) + 2Dy (—) CLIGTD) Y 9)
w w o | _,

onde Ky e K7 sao funcgoes de Bessel modificadas do segundo tipo e ordem zero e um
respectivamente, R é o raio do cilindro e 2D = —u(3v2(1 — ¢)cfy + 1).

Para solucionar a equagao (7) aplica-se o método HT Sy [3]. Este método consiste
na aplicacdo do método Sy juntamente com a transformada de Hankel de ordem zero.
O método Sy faz uso da quadratura Gaussiana para a aproximacao do termo integral
e a partir disso utiliza-se o método de colocagao, tomando as N/2 raizes positivas do
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polinémio de Legendre de ordem N como pontos de colocacao. Ao aplicar este método na
equagao (7) tem-se,

92 19 1 LBy
(ﬁ + oo M—j2> D;(r) = —(c+3cfius(1—c)) ;wi u(? ) _ (1=9)[S(r)], (10

onde ®;(r) = ®(uj,7), i sdo as raizes positivas do polinomio de Legendre de ordem N, w;
s@0 os pesos gerados pela quadratura Gauss-Legendre e S(r) = Q(r) — F. Como a equagao
diferencial (10) é ndo-homogénea sua solucao é dada pela soma da solugdo particular com
a solugao homogénea.

Determina-se a solucao particular da equacao (10) aplicando a transformada de Hankel
de ordem zero. Assim tem-se,

N/2 = B
(y_ia&%@:—@+%ﬁ@u_m§jwﬁgfwn—mam, 1)
j =1 t

onde S e ®(&) sao a transformada de Hankel de ordem zero de S e ®(r) respectivamente.
Reescrevendo a equagdo (11) na forma matricial tém-se,

(ET+ A) (&) = (1—)[S(9)], (12)

sendo ®(¢) a matriz do fluxo transformado, I a matriz identidade e A é uma matriz de
ordem N/2 x N/2 cujos elementos sao,

— 2(1— )
{ (C+3Cf152i (I—c))wi :>,7 751
Qs =
1)

(1—(c43cfi 2 (1—))ws) (13)

I

= j =1.

Se a matriz A for diagonalizada na forma A = UDU~! com U uma matriz dos auto-
vetores e D uma matriz diagonal cujos elementos sao os autovalores da matriz A, pode-se
escrever o fluxo transformado como,

®(§) = U1+ D)7 U (1= 0[S (). (14)
Tomando o j-ésimo elemento da solugao (14) dado por:
N/2 Lot
q> 1 - jkVEkL G 1
<) Z oy Ak 1S(¢ (15)

onde wuj e vg; sao os elementos das matrizes U e U ~1 respectivamente e \, sdo os au-
tovalores da matriz A e aplicando a inversa da transformada de Hankel de ordem zero
obtém-se a solugao particular da equagao (10)

N/2

Oi(r)=(1—0) ) ujnvii
ik

{Ko(akr) /07‘ ' Io(agr”)S(r")dr" + Io(ayr) /TR T/Ko(akr/)S(r’)dr'} , (16)
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onde oy, é a raiz quadradade \j.
A solugao homogénea da equagao (10) é obtida considerando sua parte homogénea,
que na forma matricial é escrita da forma,

2
(% + %%) O(r) — AD(r) = 0, (17)

onde ®(r) é o vertor do pseudofluxo angular.
Solucionado a equagao (17) obtém-se,

®(r) = UBIy(ar), (18)

onde B é uma matriz diagonal dos coeficientes.

Tomando o j-ésimo elemento da equagao (18) tem-se a solugao homogénea da equagao
(10) dada por:

N/2
<I>j(7‘) = Zujklo(akr)Bkk- (19)
k

Portanto a solugao da equacao (10) é dada pela soma da solugao particular (16) com a
solugao homogénea (19).

Aplicando a condigao de contorno (9) na solugdo geral, constitui-se um sistema de
equacoes algébricas dado por:

N/2
> wj 2Dy Ko(R/pj) Ii(aw R) + Ki(R /1) Io(on R)) Byy, =
e ]
(c—1) Zujk’/ki [ZDakKO(R/,uj)Kl(akR)/ r'Io(akr')S(r')dr'}
ik 0
N/2 R
—(c—1) Zujk’/ki [Kl(R/Mj)Ko(OékR)/ T/Io(akr/)s(r/)dr/] (20)
ik 0

onde 2D = —pu;(3v*(1 — c)efi + 1). Este sistema possibilita a definigdo dos coeficientes
By e permite determinar o pseudofluxo angular.

3 Resultados numéricos

Apresenta-se a seguir a comparacao entre o problema em geometria cilindrica e o
problema em geometria cartesiana com anisotropia linear. Para esta proposta considera-
se que o comprimento da placa, L, e do raio do cilindro, R, sao grandes em comparac¢ao ao
livre caminho médio (lcm) para que assim os resultados dos problemas sejam equivalentes.
Assim para obter os resultados numéricos considera-se L = R = 100000 com condigao de
contorno dada em (9) e ordem de quadratura N = 50. Os resultados do problema em
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geometria cartesiana foram obtidos pelo método LTSy, o qual consiste na aplicacao do
método Sy juntamente com a transformada de Laplace.

Para verificar a diferenca entre os resultados do problema em geometria cartesiana e
cilindrica calcula-se a diferenca percentual dada por:

Fl Cartesi —FI Cilindri
Diferenca percentual (DP) = X0 arFfsmnc()j : I.IXO el 100. (21)
uxo Cartesiano

Problema 1

Neste problema consideram-se o ntimero médio de néutrons que emergem por colisao
e a secao de choque do termo de anisotropia linear dadas por ¢ = 0,99 e cf; = 0,8
respectivamente. No caso 1 (C1) toma-se o fluxo incidente constante no contorno F' = 1/4rw
e termo fonte externa isotrépica @@ = 0 e no caso 2 (C2) toma-se F =0e Q = 1.

Tabela 1: Fluxo escalar para os problemas em geometria cilindrica e cartesiana.

Posicao | C1-Cil. | C1-Cart. | DP | C2-Cil. | C2-Cart. | DP
99990 | 4,5450 4,5270 | 0,40 | 63,8321 | 63,9755 | 0,22
99991 | 4,9095 4,8901 | 0,40 | 60,9312 | 61,0861 | 0,25
99992 | 5,3033 5,2823 | 0,40 | 57,7977 | 57,9650 | 0,29
99993 | 5,7287 5,7059 | 0,40 | 54,4127 | 54,5935 | 0,33
99994 | 6,1882 6,1636 | 0,40 | 50,7561 | 50,9513 | 0,38
99995 | 6,6846 6,6581 | 0,40 | 46,8054 | 47,0161 | 0,45
99996 | 7,2212 7,1927 | 0,40 | 42,5351 | 42,7625 | 0,53
99997 | 7,8022 77715 | 0,39 | 37,9122 | 38,1567 | 0,64
99998 | 8,4351 8,4025 | 0,39 | 32,8754 | 33,1346 | 0,80
99999 | 9,1474 9,1150 | 0,35 | 27,2073 | 27,4648 | 0,94
100000 | 10,3470 | 10,3420 | 0,05 | 17,6611 | 17,7009 | 0,22

Problema 2
Neste problema consideram-se o nimero médio de néutrons que emergem por colisao
e a secao de choque do termo de anisotropia linear dadas por ¢ = 0,7 e ¢f; = 0,6

respectivamente. No caso 1 (C1) toma-se o fluxo incidente constante no contorno F' = 1/47
e termo fonte externa isotrépica @ = 0 e no caso 2 (C2) toma-se F =0e Q = 1.

4 Conclusoes

Este trabalho tem como principal resultado a construcao do termo de anisotropia linear,
o qual reapresenta uma melhor aproximacao do termo de espalhamento, para a equacao do
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Tabela 2: Fluxo escalar para os problemas em geometria cilindrica e cartesiana.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0192

Posicao C1-Cil. C1-Cart. DP | C2-Cil. | C2-Cart. | DP
99990 | 2,5022E-002 | 2,3555E-002 | 6,23 | 3,3267 | 3,3267 | 0,01
99991 | 4,2699E-002 | 4,0196E-002 | 6,23 | 3,3220 3,3227 | 0,02
99992 | 7,2869E-002 | 6,8600E-002 | 6,22 | 3,3140 3,3151 | 0,03
99993 | 1,2437E-001 | 1,1709E-001 | 6,21 | 3,3003 3,3023 | 0,06
99994 | 2,1232E-001 | 1,9993E-001 | 6,20 | 3,2770 3,2803 | 0,10
99995 | 3,6265E-001 | 3,4157E-001 | 6,20 | 3,2371 3,2427 | 0,17
99996 | 6,2005E-001 | 5,8435E-001 | 6,10 | 3,1688 3,1783 | 0,30
99997 1,0627 1,0029 5,96 | 3,0514 3,0673 | 0,52
99998 1,8328 1,7356 5,60 | 2,8472 2,8729 | 0,90
99999 3,2262 3,0880 4,80 | 2,4775 2,5142 | 1,46
100000 6,7925 7,0045 3,02 | 1,5316 1,4754 | 3,81

transporte de néutrons desenvolvido por Mitsis considerando os termos de fonte externa
isotrépica e fluxo incidente constante no contorno.

Verifica-se que os resultados numéricos do problema em geometria cilindrica com ani-
sotropia linear apresentam boa concordancia com os do problema em geometria cartesiana
para o mesmo grau de anisotropia. Percebe-se ainda que a menor diferenca percentual
ocorre no problema 1 onde considera-se ¢ proximo a 1 como mostra a Tabela 1.
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