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Resumo. Apresentam-se os resultados da modelagem matemática e da análise dinâmica
não linear de um protótipo de robô industrial do tipo antropomórfico com dois graus de
liberdade. Os robôs têm a sua aplicação justificada pelo aumento da produtividade, da
segurança e da qualidade em tarefas muitas vezes perigosas, repetitivas e insalubres nos
mais diversos ramos da indústria, da agricultura e de serviços. Essas tarefas robotizadas
requerem precisão e repetitividade nos movimentos desejados. Descreve-se o protótipo de
um braço robótico do tipo antropomórfico de dois graus de liberdade constrúıdo para fins
de pesquisa e ensino. Apresenta-se o modelo matemático da dinâmica não linear do robô
ŕıgido. Discutem-se suas principais caracteŕısticas não lineares e a análise da estabilidade
baseada na teoria de Lyapunov. Pretende-se assim contribuir para a modelagem e o controle
de robôs, e consequentemente para a ampliação de seu potencial de aplicações.
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1 Introdução

O presente trabalho tem por objetivo apresentar os resultados da modelagem ma-
temática e da análise dinâmica não linear do protótipo de um braço robótico antro-
pomórfico com dois graus de liberdade. O braço robótico tem grande potencial de aplicações
nas indústrias [9] e em equipamentos agŕıcolas e agroflorestais para manuseio de peças ou
posicionamento de ferramentas [1]. Conforme Romano [5] o investimento de robôs in-
dustriais nos processos de produção deve-se principalmente às necessidades impostas pelo
mercado de se obter sistemas de produção cada vez mais automatizados.
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Na literatura cient́ıfica recente [2,4,6,10] pode-se encontrar diversos trabalhos que tra-
tam da importância da modelagem matemática aplicada na robótica. Radavelli et al [4]
apresentam a modelagem cinemática de um braço robótico antropomórfico utilizando um
método iterativo proveniente da álgebra dos quatérnios e das convenções do método de
Denavit-Hartenberg. Santos et al [6] apresentam a modelagem matemática da cinemática
de um manipulador robótico de dois graus de liberdade com acionamento pneumático,
utilizando-se a convenção de Denavit-Hartenberg, onde as equações da cinemática direta
são importantes para fins de planejamento de trajetória, simulação computacional e con-
trole de posição do robô. Nardin e Rocco [2] utilizam um braço robótico antropomórfico
para atividades de serviço em órbita espacial, onde são necessários os modelos cinemáticos
e dinâmico para o adequado controle de posição. Weinkeller et al [10] mostram um con-
trolador preditivo atuando no modelo cinemático de uma cadeira de rodas robotizada.

A seção seguinte descreve o protótipo do robô antropomórfico e a seção 3 apresenta
a modelagem matemática da dinâmica de um robô ŕıgido. Na seção 4 tem-se a análise
da estabilidade pelo método direto de Lyapunov. Por fim, apresentam-se as conclusões e
perspectivas futuras.

2 Descrição do Protótipo do Robô Antropomórfico

Os manipuladores robóticos podem ser classificados segundo sua forma construtiva
em diferentes tipos de estruturas cinemáticas [3, 7]. O robô do tipo antropomórfico é o
mais versátil e se assemelha à cinemática de um braço humano. Ele possui uma cadeia
de elos ŕıgidos unidos por uma sequencia de juntas rotativas, tem o primeiro elo fixo
(base fixa) e na extremidade do último elo (efetuador final) pode ser montada uma garra
robótica ou uma ferramenta de trabalho. A Figura 1 ilustra um exemplo clássico de robô
antropomórfico com seis graus de liberdade.

Figura 1: Exemplo de robô antropomórfico
Fonte: [3]

Cada junta rotativa do robô antropomórfico permite um deslocamento angular do braço
robótico em relação ao elo anterior. Para que haja o movimento de rotação das juntas
é necessário o acionamento por meio de atuadores elétricos, pneumáticos ou hidráulicos,
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os quais são responsáveis pela aplicação das forças ou torques causadores dos movimen-
tos. Para fins de modelagem matemática, da análise dinâmica, do entendimento e da
identificação das não linearidades envolvidas, foi constrúıdo um protótipo de braço antro-
pomórfico de dois graus de liberdade mostrado na Figura 2.

Figura 2: Protótipo de braço robótico antropomórfico desenvolvido no Núcleo de Inovação
em Máquinas Automáticas e Servo Sistemas

Fonte: [6]

3 Modelagem Matemática de um Robô Rı́gido

A modelagem matemática de robô permite descrever e prever o comportamento dinâmico
das variáveis de junta em função do vetor de torques aplicados nas juntas pelo aciona-
mento. O modelo dinâmico de um robô ŕıgido, considerando a ausência de forças externas
no efetuador final e desprezando-se o atrito na estrutura, pode ser escrito na seguinte
forma matricial compacta [7]:

H(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = τ (1)

onde:
q é o vetor de variáveis de posição das juntas,
H(q) é a matriz de inércia dependente da configuração,
q̈ é o vetor de variáveis de aceleração das juntas,
C(q, q̇) é a matriz de efeitos centŕıfugos e de Coriolis dependente da posição e velocidade
das juntas,
q̇ é o vetor de velocidades das juntas,
G(q) é o vetor de forças gravitacionais atuantes nas juntas,
τ é o vetor de torques nas juntas aplicado pelos atuadores.
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Considerando o desenho do protótipo do robô ŕıgido antropomórfico de dois graus de
liberdade, mostrado na Figura 3, pode-se escrever o vetor de coordenadas na junta como

q =

[
θ1
θ2

]
, logo q̇ =

[
θ̇1
θ̇2

]
e q̈ =

[
θ̈1
θ̈2

]
, onde θ1 é o vetor de coordenadas da junta 1 e θ2 é o

vetor de coordenadas da junta 2.

Figura 3: Desenho do protótipo de braço robótico antropomórfico com a representação dos
sistemas de coordenadas e parâmetros de acordo com a convenção de Denavit-Hartenberg

Fonte: [6]

A matriz de torque das duas juntas é dada por τ =

[
τ1
τ2

]
, onde τ1 e τ2 são os torques

resultantes da ação dos atuadores pneumáticos.

A matriz de inércia do robô ŕıgido H(q) pode ser escrita como:

H(θ1, θ2) =

[
H11 H12

H21 H22

]
onde:

H11 = Il1 +ml1l
2
1 + Il2ml2(a

2
1 + l22 + 2a1l2cos(q2)) +m(a21 + a22 + 2a1a2cos(q2))

H12 = Il2 +ml2(l
2
2 + a1l2cos(q2)) +m(a22 + a1a2cos(q2))

H21 = H12

H22 = Il2 +ml2l
2
2 +ma22

Os parâmetros a1 e a2 representam as distâncias entre os eixos de juntas dos elos,
descritos conforme a convenção de Denavit-Hartenberg [7] e representados na Figura 3.

A matriz de Coriolis C(q, q̇) é descrita por:

C(θ1, θ2, θ̇1, θ̇2) =

[
hθ̇2 h(θ̇1 + θ̇2)

−hθ̇1 0

]
onde:
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h = −(ml2l2 +ma2)a1sen(q2)
Considerando-se o braço robótico antropomórfico na posição horizontal (com movi-

mentos no plano horizontal sem efeito da gravidade na junta) ou na vertical com a com-
pensação do torque gravitacional no controle do robô, pode-se desprezar o vetor de torques
gravitacionais G(q).

Então, reescrevendo-se a equação (1), tem-se o modelo dinâmico não linear de 4a ordem
descrito na seguinte forma matricial:[

H11 H12

H21 H22

]
·
[
θ̈1
θ̈2

]
+

[
hθ̇2 h(θ̇1 + θ̇2)

−hθ̇1 0

]
·
[
θ̇1
θ̇2

]
=

[
τ1
τ2

]
(2)

ou ainda, pode-se reescrever na forma de um sistema,{
H11θ̈1 +H12θ̈2 + hθ̇1θ̇2 + h(θ̇1 + θ̇2)θ̇2 = τ1
H21θ̈1 +H22θ̈2 − hθ̇21 = τ1

(3)

O vetor de torques τ pode ser aplicado atuadores elétricos, pneumáticos ou hidráulicos,
os quais possuem uma dinâmica própria.

4 Análise de Estabilidade

A análise de estabilidade é realizada pelo método direto de Lyapunov [8]. Considere a
equação de energia cinética do manipulador robótico, dada por:

T =
1

2
q̇TH(q) · q̇ (4)

Derivando a equação (4) em relação ao tempo, substituindo-se a dinâmica inercial
isolada da equação (1), além de utilizar as propriedades do robô ŕıgido [7, 9], obtem-se:

dT

dt
= q̇T τ (5)

Considere a aplicação de um vetor de torques τ nas juntas do robô provenientes de um
controlador proporcional-derivativo, cuja lei de controle é dada por:

τ = −Kpq̃ −KD q̇ (6)

onde:
Kp e KD são matrizes positivas simétricas e constantes
q̃ é o vetor de erros de posição de junta

Considere agora uma função de Lyapunov dada pela seguinte equação de energia:

V =
1

2
[q̇THq̇ + q̃TKpq̃] (7)

De acordo com a Teoria de Lyapunov, o sistema é estável se a derivada da função de
energia, dada pela equação (7), for menor ou igual a zero.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0195 010195-5 © 2017 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2017.005.01.0195


6

Pode-se determinar a derivada de V para o caso de controle de posição do robô como [8]:

V̇ = q̇T (τ +Kpq̃) (8)

Simplificando com a substituição do vetor de torques τ da lei de controle, tem-se:

V̇ = −q̇TKD q̇ ≤ 0 (9)

De acordo com a Toeria de Lyapunouv, pode-se analisar o comportamento do sistema
controlado em malha fechada e conforme a equação (9) conclui-se que o sistema é estável.
Nota-se também que V̇ = 0 e q̇ = 0 , implica que q̈ = H−1Kpq̃ , V̇ é igual a zero somente
se q̃ é igual a zero. Assim o sistema converge para o estado desejado.

5 Conclusão

A modelagem matemática da dinâmica de um manipulador robótico de dois graus de
liberdade e a utilização das propriedades do modelo do robô ŕıgido permitiu a análise
de sua estabilidade pelo método de Lyapunov. A modelagem matemática da dinâmica
do protopótipo do braço robótico é importante para fins de planejamento de trajetória,
simulação computacional e controle de posição do robô. Pretende-se utilizar os resultados
numa aplicação industrial no Arranjo Produtivo Local Metal-Mecânico de cidade pólo em
Panambi/RS.
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