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1 Introducao

Neste trabalho, estuda-se a obtencao de u®(z,t) € C?(Q x R*), Q = [0, 1], solugdo de

g £
au 8 |:O- (x)tausvau)] =f<$,§,t,u5>, SCEQ, t>0,

ot Oz € ox )
u®(0,t) = p1(t), u®(1,t) = pa(t), t >0,
u®(x,0) = q1(z), T €€,

onde o, f, p;, 1 sao fungoes infinitamente diferencidveis, o e f e-periédicas. Problemas
deste tipo sao de grande interesse em diversas aplicacoes, pois podem modelar diversos
fendmenos advectivos, difusivos e reativos que ocorrem em meios micro-heterogéneos e
periodicos. Tais meios apresentam separacao de escalas estruturais, a qual é caracterizada
pelo parametro geométrico pequeno ¢, 0 < ¢ < 1. Isto faz com que os coeficientes em
o e [ sejam rapidamente oscilantes e, portanto, resulta relevante seu estudo mediante
técnicas de homogeneizacao. Tais técnicas procuram estabelecer a hipdétese de homo-
geneidade equivalente, ou seja, que existe um meio homogéneo modelado por equacgoes
diferenciais com coeficientes constantes cuja solucao ug € e-préxima da solugdo exata u®
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do problema original sobre o meio heterogéneo, ou seja, que para alguma norma se tenha
|lu® — upl| = O(e) [1]. A busca desse problema equivalente chama-se homogeneizagao. O
uso de técnicas de homogeneizagao se torna relevante pela dificuldade na resolugao direta
deste tipo de problemas. Por exemplo, o emprego de uma abordagem numérica requereria
uma discretizacao muito fina do dominio para capturar o carater rapidamente oscilante dos
coeficientes, o qual aumentaria consideravelmente o custo computacional e comprometeria,
a convergéncia do método adotado.

Neste trabalho, emprega-se o0 método de homogeneizagao assintética (MHA) [2], para
obtencao de uma solugao assintética formal do problema (1), isto é, propoe-se como solugao
de (1) uma série de poténcias de € em duas escalas cujos coeficientes uy sao obtidos de
uma sequéncia recorrente de problemas que resulta de substituir tal série em (1).

2 Aplicacao do MHA

Procura-se uma solugdo assintética formal do problema (1) na forma

U(Z)(xvta 6) = UO(UC,Z/J) + 5ul($7y7t> + 52“2(37’ yat)a y= - (2)

x
€
onde u € C2(QA x Y x RY), k = 0,1,2, sdo 1-periédicas com relacio & variavel local
y €Y =1[0,1]. A replicagao periddica da célula bésica €Y reproduz dominio €2 ocupado
pelo meio heterogéneo.

Agora, considere a linearizagao do fluxo o e da fonte f com respeito a incognita u® e
€

u
a sua derivada € = ——, na vizinhanca dos termos de ordem O(1) da assintética (2) e da

x
sua derivada total com relacao a variavel global z € )

oz ¢ oy \oz "oy oz oy oy

ou® B 71% N Oug N ouq te Our  Oua +€2%
ox oy

Tais linearizacoes sao

Au? ou ou
(2) ~ 0 1

9 ou ou
 (eonet) o) il (st GO 1 G ©

+ [Elauo+€ (@Mﬁuz> +€zauz] i <y7t,uo,9uo+8M)

Jy ox oy dy | Oe ox oy

of
(uf)

f (29t u®) & flaytouo) + (cur(a, . 1) + tua(a, y.1)) 5= (@9, touo) . (4)

De substituir (2)-(4) na equagao de (1) obtém-se uma igualdade assintética que, para ser
satisfeita, os coeficientes das poténcias ¢ %, k = 0,1,2, devem ser nulos. Isto fornece
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3
equagoes recorrentes que permitem obter os coeficientes ug, k = 0, 1,2, de (2), ou seja,
0 [0o ou Ouy \ Ou
-2, ‘o 0 1) duo| _
T oy [3 (y 0 5e Yoy ) oy | T (5)
4 0 Jug Ouy Oo Oug  Ouqp \ Oug
1. — t — — =0 6
€ ay |:J <y7 y UQy 3 O + ay >:| + Oe (y: y U0y 3 o + 82/ ) ay ) ( )
ou 0 ou ou 0 do Oug  Ou
o. Y% ¢ 0 1 v o oul
S ot o |: <y7t U, 5 o =+ ay ):| 8y |:U1($,y, t)a(us) <y7t7UOa O + ay >:|
8 8’&1 6u2 60' 8u0 6u1
I Y it t, )| = t =
as quais sao complementadas com as condicoes
UU(0,0,t) :pl(t), ul(0,0,t) = 0, ’LLQ(0,0,t) = 0,
1 1 1
e < g <1,€,t> =pa(t), e':< w (1, 6,75) =0, e2:< uy <1,€,t> =0, (8)
uo(z,y,0) = q(x), ui(z,y,0) =0, us(z,y,0) =0,

obtidas de substituir (2) nas condigdes de contorno e iniciais de (1).
De (5) sabe-se que

= K(z,1).

7t7u b
Yy 0 or dy

Oug 9o Qug , O
0y Oe

do ou ou
De assumir que e <y,t,uo, B 04 81) > (0 para quaisquer x € e t > 0, a derivada
€ Y

de ugp com relacao a y é expressada como

Oug do oug  Our\] !
Dy = K(x,1) L‘?(—: <y7t7u078x+ay>:| . 9)

1
Para obter K aplica-se o operador de valor médio (-) = / (\)dy em (9) levando em conta
0

que ug é 1-periddica em y. Assim,

B, 9 ) -1
o= wia{[52 (e 524 5] ),

e, da positividade do segundo fator, segue que
K(z,t)=0. (10)
Logo, ao substituir (10) em (9) tem-se que up nao depende da varidvel y, ou seja,
uo(z,y,t) = uo(x,t), (11)

o qual faz que (5) seja satisfeita identicamente. Note que (11) também pode ser obtida
diretamente do seguinte Lema [2]:
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Lema 2.1. Sejam F(y) e a(y) > 0 fungoes diferencidveis e 1-periddicas. Uma condigdo

necessdria e suficiente para a ezisténcia de uma solug¢do 1-periddica N(y) da equagdo
d dN

LN = T (a(y)d> = F(y) € que (F(y)) = 0. Ainda mais, tal solugdo 1-periddica é
Y Y

tunica salvo uma constante aditiva, ou seja, N(y) = N(y) + C, onde N ¢ uma solugdo

1-periddica de LN = F tal que N(0) =0, e C € a constante arbitrdria.

Com efeito, sejam =z € Q e t > 0 fixos, e N(y) = wuo(x,y,t). De aplicar o Lema

0 0 0
2.1 em (5) com a(y) = 80 (y, auo + aul>, que é 1-periddica em y por causa da
Yy

1-periodicidade em y de o e wuj, segue que existe up(x,y,t) solugdo 1-periédica em y de
(5), unica salvo uma constante aditiva, ou seja, ug(z,y,t) = ug(x,y,t) + C(x,t). Observe
que ug = 0 é solucao de (5). Logo, up(z,y,t) = C(z,t), ou seja, up nao depende de y.

Na sequeéncia, serao apontadas algumas relagoes importantes na construcao da solugao
assintética formal u(?, as quais permitirao obter expressoes explicitas para uy e us.

Da substitui¢ao de (11) em (6) se obtém a chamada equagao do problema local

0 Oug  Ouy
4+ = — 1
oy [U (y,t,uo, ox oy )] 0, (12)

a qual fornecerd o coeficiente u; do segundo termo da solucéo assintética formal u(2).
Note que (7), a qual fornece o coeficiente ug do terceiro termo da solugao assintética
formal u(?), pode ser reescrita como

8 80 E)uo 8u1 8u2 . Guo 0 8UQ 8U1

8 Jo Oug  Oup\ Ouy
oy {a (y’t’“f” o 8y> 8x} (13)

—i—gu(x t)iag t,u auo—i—%
8y 1 73/7 a(ua) y7 ) 07 a ay

Assim, para garantir a existéncia de uma solugao ug 1-periddica de (13) deve-se aplicar o
Lema 2.1 para cada x e t fixos, de onde segue que a condi¢ao necessaria e suficiente para
a existéncia de ug solugao 1-periddica de (7) é

oug 0 Oug  Ouy _
o on <” (y’t’“o’ oz ay)> ~ et .

que é a chamada equagao do problema homogeneizado para obter ug.

Finalmente, para obter explicitamente as solucoes u; e ug em funcao de ug, devemos
primeiro resolver o problema local para obter u1, o qual é definido pela equagao (12) e as
condigoes (8)(eh):

0 8u0 6U1

— t —_— =0 Q Y, t>0

8y |:J <y7 y UQs O + 8y >:| ) T € il yey, > U,
: 1

PrL: u1(0,0,t) = uy <1,6,t> =0, t >0, (15)

ui(z,y,0) =0, r e, yEeyY.
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) ou . s
Considerando €y = up(z,t) e € = 8—0 como parametros tem-se em (15) uma familia
x

biparamétrica de problemas com parametros € e €1, para a qual a existéncia de solugao
1-periédica em y é garantida pelo seguinte Lema:

U
Lema 2.2. Sejam €y = up(x,t) e € = = dois parametros. Entdo, para todo x et fixos,

existe uma tnica fungao ui(x,y,t), 1-periddica em y, solugio de (15). Precisamente,
eristem funcoes N1(y,t,€o,€1), 1-periddicas em y, solugcoes da familia biparamétrica de
€0,€1

problemas Py com parametros €y e €1 definida por
0 [ < o 8./\/'1)}
€0,€ o y7t760361+ :0’ yGY’
P L oy 0y (16)

N1<O, t,Eo,gl) = 0.
. : _ 0N . < .
Demonstracao: Seja € = €1+ YR Ao integrar a equacao em (16) com respeito a y tem-se
Y

U(y7t>€076) =0, (17)
onde @ é uma constante com relagao a y. Seja
F(y7t7E076) = O—(y7t7EO76) —0 = Oa

cuja derivada com respeito a € é

oF 0o

de  de T
ou seja, F' satisfaz as condigdes do teorema da funcao implicita [3]. Logo, existe a fungao
€(y,t,€,0), 1-periédica em y, inversa de o (y, t, €y, €) com respeito a e:

ONy
E(ya taEOaE) =€ + .
y
Assim, tem-se
ML _ (g, t,20,5)
6y 5 Uy €0, 1

e, ao integrar em y levando em conta condicao para a unicidade em (16), obtém-se

Y
M(y,t, €0, &) = / (e(s,t,€0,0) —€1)ds.
0

Agora, para garantir que Ni(y,t,€p,€1) seja 1-periddica, deve cumprir-se a relagao
Nl(y +1, t7€07€1) - Nl(:’/a tvg()agl) =0. ASSim7

y+1 1
Ni(s, b0, @20 = / (e(s,t,€,0) —€1)ds = / (e(y,t,€0,0) —€1)dy
Y 0
= <€(yat7E07E)> _El = O

Assim, para que N7 seja 1-periddica, a seguinte condi¢ao deve ser satisfeita:

(e(y,t,€0,0)) =&
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ou ou
Da equacao (17), sabe-se que o (y,t, €y, €), avaliada em € = =0 L
explicitamente da varidvel y. Logo

o aiy’ nao depende
tou Oug
07 ax

g yvtau(b % + % yat U, 5 auo 8UI
Ox dy

oz oy
onde ¢ é o chamado fluxo efetivo do meio heterogéneo

=7, (18)

Logo, para obter ug solugao l-periddica em y de (7), considera-se a condigao (14),

levando em conta (18). Assim, fixando x e t, busca-se uma funcao N
solucao do problema

Ly e+ M
Y,1,€0,€1 ay )
0 [0Oo ONT\ ON> 0 (9do
y7t7€0761+7 a_ -
8y Be

(o 20 0
oy ) oy | T oy lae \Whoat 5 ) o
+ M (y,t,€,€1) = (y t, €9, €1 + aM)} (19)
T O(uE) 7 ’ oy
+ <f(x>yat7E0)>
NQ(O,t,E(),El) =0.

_f(x7y7ta€0)a yEY

Logo, resolvendo a equagao (19) para a derivada de Ny tem-se
ONo  [0o N7 Y _ _
2 1 (o DO [ Wi - st -

20)
0 N, ON (
~MNi (y,t,0,€1) 8(5) (y,t €, €1 + 3y1>} - 87:;

Como N(y,t, €, €1) é 1-periddica em y, o cdlculo da sua média permite obter C, ou seja

o[ gizal N ([ wuama] [ Gt - st ds
[ae ] Oe /0
e e )] -8,

o )| " or (21)

0,
onde € =€ + (;\[1 Logo, integrando (20) tem-se que
)

Na(wtoenser) = [ { 27 (v + 2V [ [ et~ sty

—C— M (y,t,é0,€1) 57—

do ON1 ON:
sy (a5 )| = 5 e
onde C é dado por (21)

Portanto, conclui-se, de forma geral, a construcio da solucdo assintética formal u(2)
do problema (1) substituindo ug, u1 = N7 e ug = Ny em (2), ou seja,

@) (2,1, ¢) = uo(x, £) + <N (“:t %ﬁf) 2N (:;t 681;?) |
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3 Conclusoes

Neste trabalho, empregou-se o método de homogeneizagao assintética para obter uma
solucao assintética formal de um problema de advecgao-difusdao-reagdao nao linear sobre
um meio unidimensional micro-heterogéneo e periédico. Foram enunciados dois lemas
que garantem a existéncia das solucoes localmente periddicas da sequéncia recorrente de
problemas que fornecem os coeficientes das poténcias do parametro geométrico pequeno
na definicao da solucao assintética formal. O cardater local destes problemas, nos quais
se desacopla do problema original, permite evitar as complicagoes que ocorreriam em
abordagens diretas como consequéncia do comportamento rapidamente oscilante.
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