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1 Introducao

Coloracao de grafos é um problema desafiador que modela diversas situacoes reais
onde as adjacéncias representam conflitos. Um grafo G = (V, A) consiste em um conjunto
de vértices V' conectados por um conjunto de arestas A. Uma k-coloracdo total de G é
uma atribuigao de k cores aos elementos (vértices e arestas) de G de forma que elementos
adjacentes possuam cores diferentes. O numero cromdtico total xr de G é o menor k
tal que o grafo possui uma k-coloragao total. A conhecida Conjectura da Coloragao Total
afirma que A+1 < xyr < A+2, onde A é o grau méaximo do grafo. Grafos com xyr = A+1
sao chamados de Tipo 1, caso contrario, sao chamados de Tipo 2. Uma coloracao total é
equilibrada quando a diferenca entre as quantidades de vezes em que a cor que mais aparece
e a cor que menos aparece ¢ de no maximo um. Dizemos que a cor i estd representada
em um vértice v, se o vértice v ou suas arestas incidentes possuem a cor ¢. Um grafo G é
bipartido se V pode ser particionado em conjuntos Y e U tal que toda aresta de G possui
um extremo em Y e outro extremo em U. Um grafo é bipartido completo quando todo
vértice de Y é adjacente a todos os vértices de U. Denotamos um grafo bipartido completo
por Kpm,onde [Y|=ne|U =m;Y ={y1,y2,¥3,...,Un} € U ={ur,uz,us, ..., upn}.

Neste trabalho, verificamos que todo grafo K, , é Tipo 2, o que ja sabfamos em [1]; e
apresentamos uma outra prova de que todo grafo K, ,,, com n # m, possui uma (A + 1)-
coloracao total equilibrada, resultado originalmente citado em [2].

2 Resultados

Teorema 2.1. Todo grafo K, , € Tipo 2.

Demonstragao. Verificamos facilmente que o grafo Ky 1 ¢ Tipo 2. Considere n > 2. Ini-
cialmente provamos que nao existe (A + 1)-colorac@o total do grafo K, , utilizando uma
mesma cor para dois ou mais vértices de mesma parte. De fato, suponha que exista uma
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(A + 1)-coloragao total do grafo K, , tal que os vértices y; e y2 possuam mesma cor 1,
sem perda de generalidade. Como o grafo é A-regular, todo vértice precisa ter a cor 1
representada. No vértice u; a tnica forma de se representar a cor 1, é atribuindo esta cor
a aresta u1ys ou uiy4 OU ... ou U Y,. Em qualquer escolha, a cor 1 estara representada em
mais um vértice de Y. Apds, a cor 1 estard representada em trés vértices de ¥ e em um
vértice de U. Se continuarmos representando cor 1 nos vértices de U, assim que faltarem
dois vértices de U para terem a cor 1 representada, todos os vértices de Y estarao com
a cor 1 representada. Assim, o iinico modo de representar a cor 1 nestes dois vértices é
atribuindo a cor aos préprios vértices, o que nao é possivel pois sao adjacentes a y1 e yo.

Agora, note que nao existe (A + 1)-coloracao total do K, , utilizando n cores nos n
vértices de uma mesma parte. De fato, suponha que os n vértices de Y possuam cores
diferentes de 1 até n (ou seja, A cores). Isto implica que os vértices de U precisam possuir
a cor n + 1, pois sao adjacentes a todos os vértices de Y, o que nao é possivel.

Pelo Teorema de Konig, existe uma A-coloragao das arestas do K, ,. Assim, colorindo
os vértices de Y com cor A+ 1 e de U com cor A + 2, temos que todo K, ,, é Tipo 2. O

Teorema 2.2. Todo K, (n>m > 1) possui uma (A + 1)-coloragao total equilibrada.

Demonstragao. Atribuimos a cor 1 a todos os m vértices de U. Assim, esta cor nao podera
ser mais utilizada nos outros elementos. Atribuimos as cores 2, 3, ..., A + 1 as arestas
U1Y1, ULY2, ..., U1Yn, resp. e ao vértice y; a cor A + 1. Em seguida, as arestas usyi,
ualo, ..., UoYn, recebem as cores 3,4, ..., A+ 1 e 2, resp. e o vértice ys recebe a cor 2.
Continuamos a coloracao de forma analoga. Por fim, nas arestas incidentes ao vértice wuy,
a ordem de cores serd: m+1, m+2, ..., A+1,2 3, ..., me o vértice y,, recebe a cor m.
Os tnicos elementos que ainda nao possuem cor Sa0: Ym+1, Ym+2, - - - 5 Yn, que receberao
as cores m+1, m+2, ..., A, resp. Assim, todo K, ,,, possui uma (A + 1)-coloracao total.

Vamos provar que esta coloragdo é equilibrada. Atribuimos a cor 1 para todos os m
vértices de U. Todas as outras cores 2, 3, ..., A 4+ 1 foram representadas uma tnica vez
em cada vértice de U, aparecendo também m vezes cada uma. Por fim, cada vértice de Y
recebe cores diferentes entre si dentre 2, 3, ..., A+ 1. Assim, todas essas cores aparecem
um total de m + 1 vezes e a cor 1 aparece m vezes. Dessa forma, concluimos que todo
grafo K, n, possui uma (A + 1)-coloragao total equilibrada. ]

3 Conclusoes

Neste trabalho, investigamos a coloracao total dos grafos bipartidos completos. Como
trabalhos futuros, estudaremos a coloragao total na classe dos grafos r-partidos completos.
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