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1 Introducao

Seja G um grafo simples com n vértices. Denotamos por A(G) a matriz de adjacéncia
de G e D(G) a matriz diagonal dos graus dos vértices de G. Os T'U-subrafos de um grafo
G podem ser utlizados para determinar o polindmio caracterisitico da matriz laplaciana
sem sinal Q = D(G) + A(G) de um grafo G sem recorrer ao célculo de determinantes.

2 TU-subgrafos: Definicoes e resultados em TEG

Definicao 2.1 ( [1], [2]). (TU-Subrafo) Seja G um grafo conmexo com n vértices e m
arestas, onde m > n e Qg(z) = pox™ +p1a™ L +.. .+ pp_12+pn 0 Q-polinémio de G. Os
subgrafos de G cujas componentes sao drvores ou grafos uniciclicos impares (isto €,
um grafo com um unico ciclo e de comprimento impar) sao chamados de TU -subgrafos.

Definicao 2.2 ( [1], [2]). (Peso de um TU-Subrafo) Suponha que H seja um TU -subgrafo
de G que contém c uniciclos e s darvores T1,Ta,...,Ts. Entao, o peso W(H) de H é
definido como W (H) = 4°T[;_;(1 + |E(T;)|), onde |E(T;)| € o nimero de arestas de T;.

Teorema 2.1 ( [1], [2]). Se Qa(x) = pox™ + p12™ L + ... + pu_17 + pp € 0 Q-polinémio
de um grafo G, entdopg =1 e p; = ZHj(—l)jW(Hj), onde a somatdria € realizada sobre
todos os TU-subgrafos H; de G com j arestas.

3 Exemplo

Neste exemplo mostramos uma aplicagao direta do Teorema 2.1. Assim, seja G o grafo
exibido na Figura 1. O Q-polinémio desse grafo ¢ Qg (z) = 2°—122*+5023 90224687 —16.
Assim, sejam H; j todos os j subgrafos do grafo G com exatamente 7 arestas.

o1 ; : Nesse caso temos 6 subgrafos H; ; de G, onde cada Hp ; é composto por uma
drvore com uma aresta. Assim, conforme Defini¢ao 2.2, W(H; ;) = 4°(1 + 1) = 2 para

j=1,2,...,6 e, portanto, p; = 2521(—1)1W(H17j) = —(24+2+2+2+2+2)=—12.
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Figura 1: Grafo G utilizado como exemplo de aplicacao do Teorema 2.1.

®H; ; : Nesse caso temos 15 subgrafos Hy; de G, donde 10 deles (j = 1,2,...,10)
s80 compostos por uma arvore com duas arestas e os 5 demais (j = 11,12,...,15) sao
compostos por duas drvores com uma aresta cada. Assim, W (Hs ;) = 4°(1 + 2) = 3 para
j=12,...,10 e W(Hz;) = 4°1 + 1)(1 + 1) = 4 para j = 11,12,...,15 e, portanto,
po =312 (=1)2W(Ha,) =10-3+5 - 4 = 50.

j=1

®Hj ; : Nesse caso temos 20 subgrafos H3 ; de G, donde 2 deles (j = 1, 2) sao compostos
por um ciclo impar, 13 deles (j = 3,4,...,15) sdo compostos por uma arvore com trés
arestas e os 5 demais (j = 16,17, ...,20) sao compostos por 2 drvores na qual uma arvore

tem uma aresta e a outra tem duas. Logo, W(Hs;) = 41(1 +0) = 4, para j = 1,2,
W(Hs;) = 4°(1+3) = 4 para j = 3,4,...,15 e W(H;;) = 4°(1 + 1)(1 + 2) = 6 para
j =16,17,...,20 e, portanto, p3 = 230:1(—1)3W(H3,j) = —(2-44+13-445-6) = —90.

®H, ; : Nesse caso temos 15 subgrafos Hy ; de G, donde 1 subgrafo (j = 1) é composto
por um ciclo fmpar e uma arvore com uma aresta, 5 deles (j = 2,3,...,6) sdo compostos
por um ciclo impar, 8 deles (j = 7,8,...,14) sdo compostos por &rvores que tem quatro
arestas e o tltimo subgrafo (; = 15) é composto por um ciclo par, donde nao é um
TU-subgrafo e nao sendo usado, portanto, na contagem dos pesos. Logo, W (Hy4,1) =
41 (1+1) =8 W(Hy,;) =4'(1+0) =4, para j =2,3,...,6 e W(Hy ) = 4°(1 + 4) = 5,
para j = 7,8,...,14 e, portanto, py = 214 (—1)*W (Hy;) = (8+5-4+8-5) =68.

j=1
®H;s ; : Nesse caso temos 6 subgrafos Hs; de G, donde 4 deles (j = 1,2,...,4) sao
compostos por um ciclo fmpar cada e os 2 demais (j = 5,6) sdo compostos por um

ciclo par cada, donde ndo é um TU-subgrafo. Logo, W(Hj ;) = 4}(1 + 0) = 4, para

j=1,2,...,4 e, portanto, p5 = Z?zl(—l)E’W(H&j) =—(4-4) = —16.

4 Conclusoes

Os TU-subgrafos nos d4 uma alternativa de determinar o polinémio caracterisitico
de uma matriz laplaciana sem sinal () associada a um grafo GG sem recorrer ao calculo
do determinante. Esse é um exemplo que mostra a conexao entre a Teoria Espectral de
Grafos e as propriedades estruturais de um grafo.
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